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Programme pr éliminaire

Introduction
8 mars Présentation du cours, criteres certificat
Concepts de champ et de potentiel

Electrostatique dans le vide
Loi de Coulomb, champ électrique, distributions de charges 2.1

15 mars Divergence et rotationel du champ électrostatique 2.2
Le potentiel électrique 2.3

22 mars Travalil et énergie électrostatique 2.4
Conducteurs 2.5
Astuces de calcul

29 mars Léquation de Laplace 3.1
Méthode d’'image 3.2

5 avril  Séparation de variables 3.3
Développement multipolaire 3.4
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Programme pr éliminaire

Champs électrigues dans les milieux pond érés

19 avril Polarisation 4.1
Champ d’un objet polarisé 4.2

26 avril Le déplacement 4.3
Dielectriques linéaires 4.4
Magn étostatique dans le vide

3 mai Loide Lorentz 5.1
Loi de Biot-Savart 5.2

10 mai Divergence et rotationel du champ magnétique 5.3
Potentiel vectoriel magnétique 5.4
Electrodynamique

17 mai Force électromotrice 7.1
Induction 7.2

24 mai Equations de Maxwell dans le vide 7.3
Champs magn étiques dans les milieux pond érés

7 juin  Magnétisation 6.1, 6.2

14 juin Le champ H, milieux linéaires 6.3, 6.4
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Le personel du cours

Cours:
— Martin Pohl, physique expérimentale des particules
Exercices:

— Carlos J. Bolech, physique expérimentale du solide
— Evelyne Delmeire, physique expérimentale des particules
— Samuel Leach, physique théorique

Exp ériences de d émonstration:

— Charly Burgisser, préparateur
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Litt érature recommand ée

Le cours s’appuiera sur:

— David J. Griffith, Introduction to Electrodynamics, Third Edition, Pren-
tice Hall 1999

Autres livres excellents:

— Richard P. Feynman, Robert B Leighton, Matthew Sands, The Feyn-
man Lectures on Physics, Vol. I, Addison Wesley

— Edward M. Purcell, Electricit € et Magn étisme, Cours de Berkeley, Vol.
2, Armand Colin

Pour retrouver les transparents du cours:
— voir http://pohl.home.cern.ch/pohl/

Attention: les transparents sont mis a jour a fur et a mesure, ce n’est pas une
bonne idée d'imprimer tout au début.
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Les crit eres d’ évaluation

Controle continu;

— Une série d’exercices chaque semaine, ~ 4 exercices

— Introduit et commenté par les assistants

— Solution par écrit, corrigé par les assistants

— Minimum pour le certificat: solution correcte de 60% des exercices

Examen écrit:

— Correspond a peu pres a une série d’exercices
— Sans matériel d’appui
— Corrigé et noté par nos soins

Examen oral;

— Questions tirées au hasard
— Sans matériel d’appui
— Démonstration au tableau

Evaluation du cours par les étudiantes et étudiants
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Le réle de I' électromagn étisme

Hypotheses sur I'Univers a I'échelle microscopique:

— Vide: 'espace-temps, peuplé par la matiere et les forces.

— Matiere: nombre limité de catégories de particules élémentaires, identifiées
par leur masse unique et leurs propriétés vis-a-vis des forces

— Particule dite elémentaire: sans structure intérieure, correspond a un point
dans I'espace-temps

— Forces: limitées en nombre, agissent entre les constituants de la matiére.
Cas idéal: manifestations d’une seule force universelle.

— Forces et matiere: évoluent dans le vide, I'espace-temps a quatre dimen-
sions.

— Lhomme: fait partie de ce systeme dynamique, mais prétend pouvoir com-
prendre son fonctionnement, grace a la méthode de I'expérience scienti-
figue et de sa description mathématique.

Hypotheses évidemment contestables, programme propose de comprendre
tout I'Univers par ses propriétés microscopiques.
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Le réle de I' électromagn étisme

Interactions fondamentales:

— Interactions fortes: force nucléaire, la plus forte interaction connue.

— Electromagnétisme: force entre particules (électriguement) chargées; fon-
dement de chimie et biologie; lumiere, électronique, matériaux.

— Interactions faibles: faibles a grande distance, étroitement lié a I'électro-
magnétisme; radioactivité, désintégration.
— Gravitation: force entre corps massives; interaction la plus faible.

Electrodynamique classique:

— Interaction entre charges électriques, sous forme de particules chargées

— Larges dimensions des systemes, comparé a la taille d’'un atome; a courtes
distances: théorie quantique

— Evoluant a basse vitesse, comparé a la vitesse de la lumiere

— Mais théorie classique s’avere en accord avec la rélativité; rélativité découverte
en considérant les interactions des charges en mouvement:
A. Einstein, Zur Elektrodynamik bewegter Korper, Ann. d. Phys. 17 (1905)

Université de Geneve 1.7 M. Ponhl



Force, champ et potentiel

Mécanique Newtonienne prédit I'évolution d’'une particule, sous I'influence d’une
force F'(&):
t = t() . iBO,’UO
t : m& = F(T)
— Evolution décrite par une équation différentielle
— Double intégration — trajectoire Z(t)

— Force agit d’'une maniere locale

- Equatlon de mouvement linéaire en F' — principe de superposition
F=F+F+F+.
— Systéemes conservatifs: forces découlent d'un potentiel FF = V&

Interaction intervient uniguement entre particules qui portent la charge néces-
saire.
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Charge électrigue

Electromagnétisme: charge électrique. Caractéristiques:

— Charge a signe et magnitude.
— Force entre particules:

— repulsive entre G et @, S5 et S
— attractive entre © et @, P et ©

— Charge totale d’'un systeme isolé est conserveée.

— Création de particules chargées en paires particule anti-particule. Charges
égales en magnitude, opposées en signe: |q. + qz|/q. < 4 X 1078,
Mesure implique plusieurs expériences, dont les resultats sont combingés;
présenté plus tard.

— Atomes sont neutres, |g. + g,|/g. < 1.0 x 107!, voir Dylla & King.

— Particules sans masse ne sont pas chargées (par ex. photon), mais mas-
sives sans charge existent (par ex. neutron).

— Particules élémentaires, méme massives, sont ponctuelles (< 10~13cm)
en ce qui concerne les distances considérées dans ce cours.

— La charge est quantifiée en unités de g, = 1.602 x 10~ Coulomb, a des
distances > 10~'*cm. En dessous: quarks, q, = 2¢e, g4 = —3¢e
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Expérience: neutralit & des atomes

Expérience électro-acoustique ingénieuse:

g
—-Gaz de SFs inclus dans | 4 f I r%ll
une sphére i A TR e o e
— Champ électrique pério- | /| 0\ L comene =
dique, avec frequence de [To=d  °  fu 1o i
résonance du gaz } }i,‘,_lf — — £
— Microphones pour “écou- | L""'jﬂ Tn I }
ter” si le gaz résonne | g - I o e
. N © ( =
— Gaz neutre ne réagit pas g{;i (f . © -

— Absense du signal — limite supérieure pour la charge de I'atome
— Grande précision a cause de I'effet amplificateur de la résonance

H.F. Dylla and J.G. King (MIT), Neutrality of Molecules by a New Method, Physical Review A 7 (1973) p. 1224
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Expérience: neutralit & des atomes

dec OFF

P=12psi SF (=8.2x10°dyne/cm?)
T=300°K

Q=1040 (RUN 1), 1120 (RUN 2)
V=3500V(rms) (=11.7 esu)

— Au début on induit un signal en
polarisant des molécules

— Apres avoir supprimé la ten-

sion polarisante, le signal dis- ’ . Tw=ouy
. - B %W"
parait exponentiellement BRSNS L S e e

— A la fin seul un signal compa-
tible avec le bruit ambiant per-
siste

— Charge du molécule com-
patible avec zero, limite
supérieure donnée par niveau

de bruit

| I | S S e B el [ R B e
3 4 5 6 T 8 9
MINUTES

(b)

H.F. Dylla and J.G. King (MIT), Neutrality of Molecules by a New Method, Physical Review A 7 (1973) p. 1224
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Champ électrique

“ oqi
0.° o o
1 a, 04 Q

Electrodynamique:

— Charges des sources q1,92,93, - - . g; cCréent champ électromagnétique dans
tout I'espace, (ou potentiel électromagnétique équivalent)

— Champ exerce force sur une charge de test Q
— Champ dépend des positions, vitesses et accélérations des sources

— Théorie des champs quantiques: champ (ou plutdt potentiel) est créé en
émettant des photons virtuels

— Information électromagnétique voyage avec la vitesse de la lumiere, la
création du champ n’est pas instantanée
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Champ électrostatique

y

— Simplification considérable: charges des sources stationaires, électrostatique
— Attention: charge de test peut étre en mouvement!
— Expérience: loi de Coulomb

P 1 qQ T —17
 Amey (F— 7)2|F — 7
.1 qQ - .
F = 9% avec T=F—7; P77

4mey 12

Université de Geneve 1.13 M. Ponhl



Lol de Coulomb

— Expérience: loi de Coulomb ' . q
. 1 . \
F=_199; 0
4mey 12
— Interaction, symeétrie entre g <« Q )

— Proportionelle a la charge de source q et a la charge de test Q
— Superposition: ajoutons une deuxieme charge g’ au méme endroit:

A 1 (¢+4)Q 5 = =
F(g+q') = ., r=1F(q)+ F(q)
47re€g r
— Inversement proportionelle au carré de la distance Démo 160

— Pointe de q vers Q si gQ > 0, de Q vers g autrement, le long du vecteur
unitaire ¥ = /|7
— Constante ¢, constante diélectrigue du vide, en systeme SI:

2
€0 = 8.85 x 10712

Nm?
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Champ électrique

Plusieurs charges: SRR
L 1 (0Q: | ©:Q- '
F:F1_|_F2_|_...: r1—|—7r2+"' 7 Q
ey \ 12 rs .
Q CI1;_"1 CI2%2
_ 4+ 4o r
4eg | 12 rs X

Champ électrique E des charges sources gq;:

1 n qr;
2
4meg i=1 1}

F = QE avec E =

Concept du champ permet de discuter I'action des charges sources sans
référence a la charge test Q, seul la position intervient.

Champ électrique E(F) est propriété de I'espace 7.

Discutons: E est-il réel ou astuce de calcul?
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Distributions de charge

Petites distances entre charges de source, |7; — 7| < [T

B = [, fd
) = T
Ameg’ 12 a

— Ligne P, charge par unité de longeur \: dg = A\dl’, avec élement dl’
L A7) 5
r

I

— Surface 8, charge par unité de surface o: dg = oda’ avec eléement da’

dl’

E(7
(7) 471e€g r2

3

. 1 o) .
E r da’
( ) 47T€() /S r2

— Volume V, charge par unité de volume p: dqg = pdt’ avec élement dr’
1 p(T7) =
r

W

E(7) dr’

471e€g r2

Attention: ¥
da’ et d7’/, ver

— 7 est un vecteur qui pointe de 7, position des éléments dl’,
7, position ou le champ est déterminé. Il n’est pas constant!

T
S
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Champ d’un fil droit charg &

-l
Exemple:
Champ au dessus de I'axe de symétrie d’un fil
droit de longeur 2L, chargée homogenement, “
densité de charge \.
-L +L "

Composantes horizontales de E se compensent (sur I'axe z!) par symétrie,
E = (0,0,E.). Composantes verticales s’additionnent:

1 (Adx z
E, =2 /OL( )cosﬁ;cosﬁz;r:ﬁzﬁ—l—zz
471eg 12 r
1 1) 2AZ

x
ey 0 (x2 + 22)3/2
2z €T L B 1 2L
Ameg |224/22 + 22|, AmegzV L2 F 22
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Champ d’un fil droit charg &

Rappel:
1 2\L ‘
 dmegz/L? + 22

E.

A grandes distances z > L:
1 2AL

ey z2

Le fil chargé a le méme champ qu’une charge ponctuelle g = 2\L.
Pour un fil tres long, par contre, L — oo
1 2A

ATeg 2z

valable pour tout x.
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Lignes de champ électrique
Production du champ par distribution p(#”) de charges sources:
1 p (7

A
Effet du champ sur une charge test Q-
F =QE

)f'_’dT'

E(F) =

471eg r2

Visualisation intuitive du champ E: lignes de champ, originaires de &, ter-
minent sur © (ou a l'infini)

A
\ %
N\ 4
= \./ =
/ |\
V N\
y \
v

Lignes par unité de surface indiquent |E|, tangente indigue direction E/E.
Démo 161/162
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Flux électrique

Quantitativement: flux électrique / E
&y = [ E da
7

Intuitivement: E - d@ proportionel au nombre / da
de lignes passant par une surface Infi-
nitésimale, normale a E. //7///

Surface close:

— Charges intérieures: chaque ligne traverse la surface, ou se termine sur
une charge opposée a l'intérieur.

— Charges extérieures: ligne passe surface deux fois, entrant et sortant.

Le flux par une surface close mesure la charge totale incluse, loi de Gauss.
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Loi de Gauss, forme int égrale

Une seule charge incluse a l'origine, dans une sphere de rayon r, décrite par
coordonnées sphériques, angle polaire 6, azimuth ¢:
[(57) (r® deoso dg 7) = *

r2 €0

41reg

Rayon n’'intervient pas: surface augmente comme r2, champ diminue comme
1/72. Résultat indépendant de la forme de la surface.

Plusieurs charges:

JE dd = ¥ { E; dd’:z(qi)
€0
Pour toute surface close, forme intégrale de la loi de Gauss:
€0
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Rappel: Flux électrique

Quantitativement: flux électrique / E
®p = [ E da
7

Intuitivement: E - d@ proportionel au nombre / da
de lignes passant par une surface Infi-
nitésimale, normale a E. //7///

Surface close:

— Charges intérieures: chaque ligne traverse la surface, ou se termine sur
une charge opposée a l'intérieur.

— Charges extérieures: ligne passe surface deux fois, entrant et sortant.

Le flux par une surface close mesure la charge totale incluse, loi de Gauss.
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Rappel: Loi de Gauss, forme int égrale

Une seule charge incluse a l'origine, dans une sphere de rayon r, décrite par
coordonnées sphériques, angle polaire 6, azimuth ¢:
[(57) (r® deoso dg 7) = *

r2 €0

41reg

Rayon n’'intervient pas: surface augmente comme r2, champ diminue comme
1/72. Résultat indépendant de la forme de la surface.

Plusieurs charges:

JE dd = ¥ { E; dd’:z(qi)
€0
Pour toute surface close, forme intégrale de la loi de Gauss:
€0
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Loi de Gauss, forme diff érentielle

Théoréeme de la divergence:

7{ E’ d&: — anc
5 dae (O _€o_
Is & da—fv(V ) dr Qinc=Jyp dr

Forme différentielle de la loi de Gauss:

VE- "
€0
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Divergence du champ électrique

Veérification de la loi de Gauss:

- 1 ) .
By = 1 P g g
Admeg” 12
—_ — ]_ — F — /
VE = IV |—|p() dr
A€ r2
Divergence de T/r2?
Champ vectoriel ¥ en coordonnées sphériques:
. 1 0 o0 1 0
V_’ = 2 r 1 0
T 2o (ror) + r sin 8 00 (sin vp) + rsin 0 0¢ (vs)
A 1 0
\Y (f’/rz) = (7“2 ) =0 partoutsaufar =0 (7 — oo)
r29r \ 12

Intégrale sur une sphere de rayon R:

f(r/x%) dd = | (;;) (R?sin 6 d d¢ t) = (J; sin6 do) ([, de) = 4m
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Divergence du champ é€lectrique cont.

La fonction é a les propriétés recherchées:

—

r

\% (ﬂ] = 476%(F)

Divergence de E reproduit la loi de Gauss:

VE =
41eg

Intégration reproduit la forme intégrale:

— — ]-
,VE dr = e‘/vp dr
¢ E dd 0

1
%Qinc

[ 4m8% (7 — #)p(7) dr’ = p(7)

€0
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Applications de la loi de Gauss: Sph  ere

Exemple: Champ autour d’'une sphere solide de rayon R et charge totale g

dr dcosBdo

Pour surface Gaussienne sphérique,
r > R, autour de la sphere (comme
pour toute autre surface!):

€0 €0

Surface Gausienne

Symétrie permet d'extraire E de l'intégrale. Direction radiale, magnitude con-
stante

{E dd = {|E|da = |E|{ da = |E| 47r?

Champ autour de la sphere:

Bl anr2=% -
€0 4megT

Méme champ que pour une charge ponctuelle g a I'origine.
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Applications de la loi de Gauss: Sym  étries

Loi de Gauss est un outil tres puissant pour le calcul des champs. Mais, voir
exemple précedent: E||da, |E| = const. Symétrie est cruciale pour tirer profit
de la loi de Gauss:

— Symeétrie sphérique: surface Gausienne sphérique concentrique;
— Symeétrie cylindrique: surface cylindrique coaxiale;
— Symeétrie planaire: surface d’'une boite avec face paralléele.

Souvent solution exacte reclame cylindres infiniment longs ou plans s’étendant
jusqgu’a l'infini; mais solution approximative toutefois valable loin des limites.
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Applications de la loi de Gauss: Cylindre

Exemple: Un long fil cylindrique de
rayon R, avec densité de charge p =
kr, k =const. Trouver le champ a
I'intérieur du fil.

Surface Gausienne: cylindre coaxial, longeur [, rayon s:

Qinc

€0

I E dd =
Charge incluse dans surface Gausienne:
Qinc = [pdr = [(ks') (s’ ds’ d¢p dz) = 2wkl |] s"* ds’ = zﬂ'kls?’
Symeétrie: FE radial, surface cylindrique contribue:
|E dd = [|E| da = |E| [ da = |E|27sl

Couvercles ne contribuent pas, E L &.
k

|E|27sl = —mkls — FE =55
3 360
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Applications de la loi de Gauss: Plan

Exemple: Un grand plan, avec densité de
charge o =const. Trouver le champ.

Surface Gaussiene:
boite de surface A, hauteur h quelconque:

%SE da — mnc
€0
Charge incluse dans surface Gausienne:
Qinc = oA

Symétrie: E normal au plan. Surfaces parallel au plan:
| E dd = 2A|E]
Autres surfaces ne contribuent pas, E L G.

—> 0' — 0- A~
2A|E|=—A — FE=—n
€0 2€g
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Applications de la loi de Gauss: Plan

Résultat interessant: champ ne diminue pas comme 1 /72 mais reste constant.
Pourquoi?

Influence de la charge incluse dans un
segment d’angle solide constant:

R 2
r—R — Q@-Q® =[] ew
Charge “visible” augmente comme r
carré de la distance, compensation. / éﬁ \
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Le rotationel du champ électrique

Champ d’'une seule charge g a l'origine:

Calculons d’abord I'intégrale le long d’un parcours de
aab:

PEdl

Coordonnées sphérigues:

dl' = dr ¥+ rd 6 + rsin0do &

E dl = —dr
A1eg r2
r — — ]_ 'y _]. b ]- ]-
PEdl = P gy =~ 1 =q( = )
Aeg ' r2 Amegr|,., Amey\rq T
Pour chaque parcours clos:
JE di' =0
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Le rotationel du champ électrique

Pour chaque parcours clos:
JE di' =0

Théoreme de Stokes:

VXxE=0
Principe de superposition:
B=FB+B+-
VXE=VX(E +E+-)=(VXE)+(VxE)+---=0

Pour toute distribution statique de charges:
VXE =0
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Equations de Maxwell et de Lorentz
Lois de Gauss et de Coulomb font partie des
lois fondamentales de I'électrodynamique:

Equations de Maxwell décrivent comment les champs électriques et magnétiques
sont produits:

VE=1p VB =0
VXE:—BB—? VXB:[,L()J—F[,L()E()%—IE
Electrostatique:
VE =1p VB =0
— — €0 — —
VXE=0 VXXB=0

Equations de Lorentz décrivent comment les champs électriques et magnétiques
agissent:

F =Q(E+7xB)
Electrostatique:
F = QFE
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Le potentiel électrique

Les champs électriques forment une classe de champs vectoriels avec
VXE =0

Exemple de cette restriction:

—

E £ y:%'

ne peut étre généré par aucune distribution de charges.

Champs sans rotationel découlent d’'un potentiel scalaire:
—V x E = 0implique s E dl = 0 (théoréme de Stokes)

— Lintégrale ;2 E di est indépendante du parcours entre @ et b, sinon on
pourrait trouver un parcours a — b — a tel que i E dl #0

— Par conséequent, on définit le potentiel électrique
V(@) = — [JE dl

ou O est un point de référence. V' dépend uniguement de 7.
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Le potentiel électrique

Quelle est I'utilité du potentiel électrique
V(F) = — o Edl
Différence de potentiel entre points a et b:
V®B) - V(@) = — [SEdi+ [2F dil
= —PEdi— [PEdl=—PEdl
Théoreme des gradients:
LYV dl
—PEdl

V(b) — V(a)
EVV dl

pour tous points a et b.
Par conséquent, tout champ électrostatique découle d’'un potentiel:

—

E=-VV

Attention: il ne faut pas confondre le potentiel avec I'énergie potentielle.
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Discussion du potentiel

électrique

Comment un vecteur de 3 composantes peut-il découler d’une fonction sca-

laire a une composante?
Réponse: conditions additionelles!

VXE=0

8

¥ |5

Dy X Ey =0

Kl E.

0z
OE, OE, OE., OE,
oy Ox = By Oz

OF,
0z

oL,
ox
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Discussion du potentiel électrique (cont.)

Point de référence arbitraire, déplacé de O a O’:
V7)) = — L Edl=— |[SEdi— [JE dl =k + V(7

Le potentiel est défini a une constante k pres. Défaut ou vertu?

Choix du point de référence ne met en cause ni la difféerence de potentiel ni le
gradient:

V(b) - V(@) = V'(b) - V(@)
VV' = VV
Tous les V' + k représentent le méme champ E.
Point naturel de référence a distance infinie de la charge, définit le “point” ou
V(O) =0.
Attention: cela ne marche pas si la distribution elle-méme s’étend vers l'infini!
Voir champ du plan infini, E = (o /2¢€p)m:
(o) (o
Viz) = -/ —dz=——(z2— o0
( ) oC 260 260( )
Il faut choisir un autre point comme l'origine. En réalité toutefois, aucune dis-
tribution ne s’étend jusqu’a l'infini.
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Discussion du potentiel électrique (cont.)

Champ et potentiel obéissent au principe de superposition:

Fe Fithot
F/Q = F,/Q+F/Q+---
) E = E1+Ez+;°'
I Edl = [} Eydl + [} Exdl + - - -
V=Vi+V+-.--

Potentiel a un point # est la somme de tous les potentiels dus aux differentes
charges sources.

Unités en systeme SI:

— Force: [F] = N, Newton
— Champ électrique: [E] = [F]/[Q] = N/C, Newton/Coulomb
— Potentiel: [V] =N-m/C =J/C =V, Volt
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Ve

Exemple: Potentiel d’'un ballon charg &

Potentiel a I'intérieur et I'extérieur d’'un ballon de rayon R, p
chargé uniformement, charge totale gq. Point de reférence
a I'infini. Démo 164

Champ a l'intérieur zéro. Champ extérieur, par loi de

Gauss:
— 1 q -,
= T
Amegr2
2 o o 1 1 1
Vir) = —fEdi=— [ Tar=— "1 =_ "9 SR
Ameg "°° r? 41meg 7'loo ATeg T
1 1 R 1
V(r) = — /o}jidr' 20 dr' = — am — _ 4 v <R
Ameg "°° r’? A€ Ameg 7’loo Ameg R

Attention: Champ a Ilnterleur est zero mais le potentiel ne l'est pas, Il est
constant. De toute facon, VV = E = 0.

Grace a l'intégrale |”_, le potentiel est sensible méme aux charges qui ne pro-
duisent pas de champ a . C’est pour cela que je (!) considere le potentiel
comme plus fondamental. (voir Aharonov et Bohm, Physical Review 115 (1959) 485)
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Equations de Poisson et de Laplace

Equations fondamentales pour champ électrostatique:
VE = e ; VxE=0
€0
En termes du potentiel V', équation de Poisson:
VE = ¥ (-9V)=-v2v
vy = _F

€0

Dans des régions ou p = 0, équation de Laplace:
VV =0
Rotationnel d’'un gradient vaut toujours zéro:
VXE=Vx(-VV)=0
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Potentiel d’'une distribution de charges
Loi de Poisson: donne p si V' est connu. Comment obtenir V' de p?

Charge a l'origine:
—1 1 r 1
V(T‘) p— /T q d'r', p— g p— g

Ameg "°° r? 4mteg ’lc 4meEQT
Position quelcongque de la charge source:

q

4megT
ou r est la distance entre la position de la source et 7.

V(F) =

Superposition de sources: Démo 168

1 qi
Z _
4meg i=1 1

V(7) =

Distribution continue:

. 1 p(7)
V(¥) = /— q = / dr’
47reg 41reg r
A comparer avec champ électrique:
» 1 p(7) -
E(7¥) = r
(7) 41re€g /v r2
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Sommaire: charge, champ, potentiel

Electrostatique:

Griffith, figure 2.35, page 87
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Conditions électrostatiques de (dis-)continuit €

Composante normale du champ, E-+, change
d’une maniere abrupte quand on traverse une
surface chargée:

O
E dessus

o E da = == :
60 60 Edu
o
1 1 -
Edessus o Edessous T €0

Composante paralléle a la surface, Ell, est
continue:

JEdl =0
| |

E

dessus =~ dessous — 0
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Conditions électrostatiques de (dis-)continuit €

En passant par une surface chargée, la discontinuité est:
Edessus — Edessous — —Nn
€0
ou = est la normale pointant vers le “dessus”.

Notez la symétrie “dessus” <+ “dessous”.

Potentiel est continu a la surface:

B’ =
Vdessus - Vdessous — - /Ei FE dl :O 0
mais le gradient de V' hérite de la discontinuité
de E
Vvdessus — V‘/dessous = —o0nNn
€0
avdessus . 8‘/.dessous . —iO'
on on €0
v o . .
avec —— = VV - n
on
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Rappel: Equations de Maxwell et de Lorentz
Lois de Gauss et de Coulomb font partie des
lois fondamentales de I'électrodynamique:

Equations de Maxwell décrivent comment les champs électriques et magnétiques
sont produits:

VE=1p VB =0
VXE:—BB—? VXB:[,L()J—F[,L()E()%—IE
Electrostatique:
VE =1p VB =0
— — €0 — —
VXE=0 VXXB=0

Equations de Lorentz décrivent comment les champs électriques et magnétiques
agissent:

F =Q(E+7x B)
Electrostatique:
F = QFE

Université de Geneve 3.1 M. Ponhl



Rappel: Le potentiel électrique

Les champs électriques forment une classe de champs vectoriels avec
VXE =0

Champs sans rotationel découlent d’'un potentiel scalaire:

—V x E = 0implique s E dl = 0 (théoréme de Stokes)
— Lintégrale /2 E dI est indépendante du parcours entre @ et b, sinon on
pourrait trouver un parcours a — b — a tel que s E dl #0

— Par conséquent, on définit le potentiel electrique
V(@) = — [JE dl

ou O est un point de référence. V' dépend uniguement de .
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Rappel: Charge, champ et potentiel électrostatique

Griffith, figure 2.35, page 87
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Travail et énergie électrostatique

Travail contre la force électrostatique:
W=[LFdl=—QEdi=Q[V() — V(@)

indépendant du parcours entre a et b: force conservative.

La difference de potentiel entre deux points @ et b correspond au travail par
unité de charge necessaire pour transporter une particule de @ a b.

Pour introduire une charge de I'extérieur, il faut
W = Q |V (b) — V(c0)
Si le point de reférence pour le potentiel se trouve a I'infini:
W = QV(b)

Potentiel est énergie par unité de charge, champ est force par unité de charge.
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Energie stock ée dans une collection de charges

Travail pour assembler une collection de charges:

— premiére charge g;: aucun travail, E; = 0
— deuxieme charge: travail contre le champ FE; de g

L, (ql)
471'60 ? I'io

— troisieme charge: travail contre le champs E; de q; et E5 de g-

q3(Q1 n CI2)
0

I'is I'a3

Wy = @2 VA(T) =

. . 1
W3 = qsVi(7) 4+ qsVa(F) = 4

TTE

Regle générale pour n charges:

W =

1 »n =n (q;iq;
PO ( ’)
471'60 =1 ;;12 Iij
La condition 5 > 4 évite de compter le méme travail deux fois.
Calcul alternatif:

W = 2. 2
8meg i=1 j=1

J#1

rij
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Energie stock ée dans une collection de charges

Travail est indépend de 'ordre d’assemblage:

1 Qi

W = >y (q q”)
8meg i=1 j=1

J#1

rij

p— 3 '21 q; 'Zl ’
TEq i= =1 T,
° j#i Y

1

= ¥ qV(7
5 2oy AV (T0)
ou V(7;) dénote le potentiel de toutes les autres charges a I'endoit de la
charge q;.

W est dépensé quand on assemble le systeme, rendu quand on le démantele.
C’est donc I'énergie stockée dans le systeme, I'énergie potentielle.
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Energie stock ée dans une distribution de charges

Distribution continue:

1
WZE/deT

On peut reécrire ceci en termes du champ E:
p=eVE — WZZ)/6EVdT
Intégration par parties:
[V (fA)dr = [f(V-A) dr+ [A(Vf) dr =/ fAda
hf(V-A) dr = — | A(Vf) dr + s fA dd
W =""2(_JE.(VV) dr+{VE da

2
2" (b, E* dr + | VE dad)
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Energie stock ée dans une distribution de charges

W = (;"(/VEZ dr + {; VE da)

Intégrer sur quel volume?

— 1 pV d7 réclame d’intégrer sur tout p £ 0
— Tout volume qui entoure toutes les charges fera 'affaire
— Alors pourquol pas tout I'espace?

f, E*dr  nediminue pas a cause de E* > 0

Lo 11, 1
fSVEdaoc——zr xX —
rr r

— Pour tout I'espace, is — O:

W = ‘520/OOE2dT
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Exemple: Energie d'un ballon charg €

Energie d’un ballon sphérique chargé, charge totale g, rayon R.

Solution avec p et V, intégré sur
une sphere contenant le ballon:

1 1
W = E/deTzi/UVda
1
V(R) = &
4meg R
1 1 ¢?
W = g o da = 4
8meg R 8meg R

Solution avec E:

P 0 a l'intérieur
- ﬁeor%"? a I'extérieur
2
=1
(47eg)3rs
€
W = 5‘) [ E*dr
€0
= X
2(4mep)?
2
X g 4) (r®sin 0 drdOdo)
r
1 1 1 2
2 00
= 47 — dr = o
3271'2qu In 2 8meg R
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Deux poids, deux mesures?

Contradiction flagrante:

Energie d’'une distribution statio-
naire toujours positive:

€
W:EO/E2d7->O

Energie d’une collection stationaire
de charges:

W= ¥ V(7
— 22_:1(]1 i

peut étre négative. Exemple: deux
charges égales et opposées a dis-
tance r
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Deux poids, deux mesures?

Qui a raison? Attention: dans les deux cas la question n’est pas la meme!

W=€20/E2d7'

Dans une distribution continue on
ne peut pas exclure la charge g; a
7; du calcul du potentiel. Lénergie
tient alors compte de toutes les
charges.

1 n —
= — V(75
%% 5 (7)

Dans le cas des charges indivi-
duelles, on exclut explicitement la
charge q; a 7; dans le calcul du po-
tentiel. Par conséquent, I'énergie
ne contient pas I'énergie propre
des charges.

En effet, 'énergie propre d’'une charge ponctuelle est infinie:

€0
2(471'60)2

¢ 1

8meg r2

7’
' ( )('r sin 0 drdfd¢) = , — dr =o00

Probleme assez embarassant, résolu par la théorie des champs quantiques.
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Ou est I’ énergie?

L'énergie électrostatique est-elle stockeée. ..
dans le champ électrigue: dans la distribution des charges:

€0 2 1
W=_/Edr? W = [pVdr?

'électrostatique ne peut pas répondre, deux calculs de la méme chose.

Réponse donné par la théorie de la radiation par charges en mouvement (voir
Electrodynamique Il) et la relativité:

Energie électrique est stocké dans le champ électrique, avec densité
€OE2
2

de I'énergie par unité de volume.

Pause!
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Conducteurs dans un champ  électrostatique

Isolants:
— Electrons sont fortement liés aux atomes/molécules, neutralité locale
Conducteurs:

— Charges se déplacent avec une certaine liberte
— Métaux: électrons se déplacent d’'un atome a 'autre
— Gaz et liquides: ions sont mobiles

— Une certaine résistance s’oppose au déplacement des charges, sauf pour
les supraconducteurs
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Champ électrique dans et autour des conducteurs

— FE = 0 alintérieur d’'un conducteur. Charges a l'intérieur
sont déplacées jusqu’a ce que leur champ compense
exactement le champ extérieur.

— Les charges se déplacent, mais p = 0 a l'intérieur d’un
conducteur. Loi de Gauss:
v.E="
€0
E=0— p=20

— Par conséquent, toute la charge nette se retrouve a la
surface du conducteur. Cela minimise I'énergie poten-
tielle: pour une sphere chargée homogenement elle est
(3/207eg)(g?/R), mais (1/8meg)(q?/R) si la charge
est uniformement distribuée sur la surface. Demo 164

— Attention: cela ne veut pas dire que la distribution en
charge surface est homogene!
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Purcell, figure 3.1
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Champ électrique dans et autour des conducteurs

— Le potentiel est le méme partout dans le conducteur, parce que
V(@) —V(®d) = — [, Edl =0.

— Le champ électrique est partout normal a la surface du conducteur, sinon
le champ tangentiel déplacerait les charges jusqu’a compensation totale.

— Si I'on creuse une cavité a I'intérieur d’un conducteur,
le champ dans la cavité est zéro (sauf si elle méme
contient des charges). Sinon, l'intégrale le long d’'un
parcours qui traverse la cavité serait zéro dans le
conducteur, mais non-zéro dans la cavité, en contra-
diction avec ¢ E dl = 0.

Nl @ Cavite

Conducteur

— Ceci expligue le concept de la cage de Faraday. Dans
une voiture, on ne peut pas étre électrocuté si I'on ne
touche a rien (mais on peut tout de méme étre grille!)
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Charge de surface et force sur un conducteur

Champ a I'intérieur d’un conducteur est zéro. Au dela de sa surface:
0- A

Edessus - Edessous — Edessus — E—ﬁ
0
En termes du potentiel:
6‘/vdessus 8‘/.dessous 1 8V
on on €o on

Permet de calculer o quand on connait V ou E a la surface.

Champ extérieur exerce une force g E sur une surface chargée. Force par unité
de surface:

— — ]_ — —
f — UEmoyen — 0'5 (Edessus - Edessous)
Pour un conducteur, Ejessous = O:
_, 1 ~
f=_——0o°n
260

Pression électro statique:

P - g2
2
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Condensateur et capacit €
Deux conducteurs, avec charges égales et op-
posées +Q, forment un condensateur. Potentiel

est constant dans un conducteur, difference en -0
potentiel entre les deux:

V=V.,-V.=— D Edl
Distribution de la charge sur la surface — et par conséquent le champ — peut
étre compliqué, mais:

V x |E| x Q

On définit la constante de proportionalité, la capacité:

CEQ
| %

Quantité d’origine purement géometrique, déeterminé par taille, forme et dis-
tance des conducteurs. Unités dans le systeme Sl:

C
C] = =F
V
Unité extrémement large, plus pratique: uF = 10~°F, pF = 10~ 12F. Capacité
est toujours positive.
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Capacit € d’'un condensateur a plans parall els

Capacité de deux conducteurs métalliques plats, surface A, a distance d.

On met charges +@Q sur le plan supérieur, —Q sur le plan inférieur. Si A est
large, et d est petit les charges se répartiront d’'une maniere constante sur la
surface:

o=
A ! A
. Q
V = —d
AEO
AE()
C = 7 Demo 170

Exemple numérique: A = 1cm?, d = 1mm:

10~*.8.85 x 1072 C* m? 4, C° 4, C
1 x 103 Nm? m Nm \Y
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Capacit &€ de deux sph eres concentriques

Capacité de deux conducteurs métalliques sphérigues concentriques, rayons
a et b.

On met charges +Q sur la plan sphere intérieure, —Q sur la sphere extérieure.
Le champ entre les deux est (loi de Gauss):

- 1Q,
 4megr?
- - 1 1 1
Ameg w12 Aweg \a b
b
ngz TEQ @
\% (b—a)
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Travall pour charger un condensateur

Pour charger un condensateur on transporte la charge @Q d’'un conducteur a
I'autre. Travail contre le champ électrique?

A un moment donné, soit g la charge sur un conducteur, différence en potentiel
q/C'. Travall pour transporter dq en plus:

q
dW = () d
C q
Travall total:
1 Q? 1
w = (@ (q) _ 1@ _ gy
C 2 C g=cv 2

Demo 171/172
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Rappel: Energie stock ée dans une distribution de charges

Energie stockée dans une distribution de charges:

Distribution continue:
€
W = 20/ E? dr

Dans une distribution continue on
ne peut pas exclure la charge g; a
7; du calcul du potentiel. Lénergie
tient alors compte de toutes les
charges.

Distribution discrete:
1 n -
W = — .Z qu(T‘i)
2 1=1

Dans le cas des charges indivi-
duelles, on exclut explicitement la
charge q; a 7; dans le calcul du po-
tentiel. Par conséquent, I'énergie
ne contient pas l'énergie propre
des charges.

L'énergie électrique est stocké dans le champ électrique, avec densité

GOEZ
2

de I'énergie par unité de volume.
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Rappel: Capacit € d'un condensateur a plans parall els

Capacité de deux conducteurs métalliques plats, surface A, a distance d.

On met charges +@Q sur le plan supérieur, —Q sur le plan inférieur. Si A est
large, et d est petit les charges se répartiront d’'une maniére constante sur la
surface:

Q

o = —

A

V = Qd
AEO A

Q - Aeg d
vV d

La capacité est une quantité d’origine purement
geomeétrique, determiné par taille, forme et dis-

tance des conducteurs. Unités dans le systeme
SI.[C]=C/V =F.

Demo 170
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Rappel: travail pour charger un condensateur

Pour charger un condensateur on transporte la charge @ d’'un conducteur a
I'autre. Travail contre le champ électrique?

A un moment donné, soit g la charge sur un conducteur, différence en potentiel
q/C'. Travall pour transporter dq en plus:

q
dW = () d
C q
Travall total:
1 Q? 1
w = (@ (q) _ 1@ _ gy
C 2 C g=cv 2

Demo 171/172
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Astuces: I’ eéquation de Laplace

But de I'électrostatique: calcul du champ a partir de la distribution de charges.

Meéthodes:

— Directe via la loi de Colomb:
- 1

B = | L) dr

41€
— Via le potentiel:

V(7) =

41re€g
— Via la loi de Poisson:

VIV =~ p(7)

Dans les deux derniers cas, le champ est obtenu par E = —VV.

—'I) dTl
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Astuces: I’ eéquation de Laplace

— Loi de Poisson:
VAV (7F) = ——p(r)

— Cas spécial, loi de Laplace, valable ou densité de charge locale est zéro:

V2V () 0%V n o*V n 0%V 0
T) = —=
Ox? Oy? 0z?
Géomeétriqguement: la somme des courbures de V' dans les trois directions
de I'espace (cartésien ou non) égale zéro, s’il 'y a pas de charges.

— Solutions: fonctions harmoniques, théorie complete dépasse le cadre de
ce cours

— Exemples: problemes a une, deux et trois dimensions.
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L' équation de Laplace a une dimension

Systeme ou V dépend d’une seule variable:

O’V B d?V 0
Ox2  dx2

Solution générale:
V(r) = mx+b
avec m et b fixé par les conditions aux limites.

Solutions ne sont pas tres intéressantes, mais montrent des caractéristiques
générales:

— A chaque endroit , V (x) est la moyenne des potentiels voisins:
1
Viz) = [ [V(z+a)+V(z—a)

Ceci donne la fonction la plus lisse possible qui satisfait les conditions aux
limites.

— Ceci veut aussi dire que I'équation de Laplace ne tolere pas de minima ou
maxima locaux. Les valeurs extremes de V doivent se trouver aux limites
de I'espace considéré.
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L' équation de Laplace a deux dimensions

Systeme ou V' dépend de deux variables:
0°V(x,y) 0*V(x,y)
Ox? + Oy? B
Attention: équation différentielle partielle (au lieu d’une ordinaire).

0

Conséquence: solution ne dépend pas de deux constantes fixées par les condi-
tions aux limites. En effet, solution générale explicite n’existe pas.

Pour aider lintuition: imaginer une boite a chaus-
sures, avec les axes x et y fixés a la base. Découper
les bords ainsi que la hauteur représente V (x,in,Y),
V(Zmazs¥), V(Z,Ymin), V(2,Ymaez) aUX quatres li- /
mites. Etendre une peau de caoutchouc sur les y
bords, comme la peau d’'un tambour. La hauteur de

la peau représente V (x,y) qui satisfait (approximati-  x
vement) I'équation de Laplace.
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L' équation de Laplace a deux dimensions

Caractéeristiques des fonctions harmoniques, solutions de I'équation de La-
place a deux dimensions:

— Valeur de V' (x,y) est la moyenne des valeurs voisines:

1
V(z,y) = s V dl

7_‘_1_2 cercle

Ceci suggere la méthode de relaxation pour calculer V' a partir des valeurs
aux bords.

— V n’a ni maxima ni minima, toutes les valeurs extremes sont situées sur les
bords. Léquation de Laplace sélectionne la solution la plus lisse compatible
avec les conditions aux limites.

— Il n’y a pas un nombre fini de constantes d’intégration, mais les solutions
sont définies par les valeurs du potentiel sur les bords.
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L' équation de Laplace a trois dimensions

Caracteristiques des solutions de I'eéquation de Laplace a trois dimensions:

— Valeur de V' (¥) est la moyenne des valeurs autour de  sur une sphere de
rayon R:

V(7) = ﬂphere V da

Aw R?

— Par conséquent, V' n’a ni maxima ni minima, ses valeurs extremes se Si-
tuent sur les bords de I'espace considéré. Car si, par exemple, V' avait un
maximum, on pourrait trouver une sphéere autour telle que les valeurs de V/
sur la surface seraient plus petites que la valeur au milieu (et leur moyenne
serait plus petite aussi).
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Premier th éoreme d’unicit é

Premier théoreme d’unicité:

— La solution de I'équation de Laplace dans un volume YV est déterminée
d’'une maniere unique par les valeurs de V sur la surface S limitant le
volume.

Démonstration:

Supposons gu’il y ait deux solutions, V; et V,, qui aient les mémes valeurs aux
bords du volume, et qui satisfont I'équation de Laplace:

V3Vi=0 e V*V,=0
La difféerence doit aussi obéir a I'’équation de Laplace:
Vs Vi—VW;
VV3 = V*V; — V2V, =0
En plus, V3 = 0 sur tout S par construction.

L'équation de Laplace reclame que tous les maxima et minima de V3 se situent
sur S, et par conséquent V3 vaut zéro partout dans V:

max V3 = min V3 = 0 — V=0 — Vi=V,
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Exemple: potentiel a l'int érieur d’'une sph ere conductrice

Nous avons déja conclu que le potentiel a I'intérieur d’'une sphere conductrice
est constant.

Démonstration de ce fait avec I'équation de Laplace:

Le potentiel sur la sphere est une constante, V;. Le potentiel a I'intérieur doit
obéir a I'équation de Laplace et étre constant aux bords. On n’a pas besoin
d’étre un génie pour deviner la solution V. = V; partout dans la sphere. Le
théoreme d’unicité nous permet ensuite de conclure que cette solution est la
seule solution.

Ceci est un outil puissant: siI'on trouve, par n’importe quel moyen, une solution
qui obéit a I'équation de Laplace et respecte les valeurs prescrites aux bords,
on n’'a pas besoin de chercher plus loin.
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Charges dans le volume

Si le volume contient des charges, I'équation de Poisson s’applique, mais le
théoreme reste intact:

1 1
VWVi=——p 3 VVo=—p
€o €0
1 1
VWV, =VV, = V*V, = —p+ —p=0
€0 €0

Alors, la difféerence doit étre zéro, parce gqu’elle satifait I'équation de Laplace et
vaut zéro aux bords.

Corollaire:

— Le potentiel dans un volume VY est déterminé d’'une facon unique par ses
valeurs aux bords et la densité de charge partout dans le volume.

La méthode la plus simple pour fixer un potentiel aux bords d’'un volume est
de I'entourer par des conducteurs, reliés a des batteries ou a la “terre”.
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Deuxi eme th éoreme d’unicit é

Peut-on aussi fixer le systeme en déterminant les charges sur les surfaces limi-
tantes? Les charges se distribuent d’'une maniere inconnue, afin de minimiser
I'’énergie totale du systeme. En plus le volume peut contenir des distributions
de charges a son intérieur.

Deuxieme théoreme d’unicité:

— Dans un volume VY entouré de conducteurs et qui contient une densité de
charges spécifiée partout, le champ électrique est déterminé d’une facon
unique si la charge totale de chagque conducteur dans le volume est connue.

Démonstration:
Supposons gu'’il y ait deux champs qui satisfont aux conditions citées.

lIs suivent la loi de Gauss dans I'espace entre les conduc-
teurs et autour des conducteurs:

VE, = —p : VE; = —p
€0 €0
B da— " B, di= —
.7{82- 1 aa = G()Qz ’ -%Si 2 da = eon Surfaces d integration
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Deuxi eme th éoreme d’unicit &
De la meme maniere pour un conducteur exterieur limitant
la région (ou a défaut a I'infini):

%ea:t El da = —Qtot ; f{gwt E2 da = —Qtot
€0 €o

Regardons la difference E3 = E; — Es: Surtdces  integration

VE; = 0 entre les conducteurs
§{Esdd = 0 autour de chaque conducteur

Le potentiel sur chaque conducteur est constant:

—

V. (VE3) = V3 (VE;) +E3(VV;) = —Ej
=0 — [y
Intégration sur toute la région entre les conducteurs:
hV - (V3Es) dr = [;ViEsdd = — [, E; dr

V3 est constant sur toutes les surfaces (mais peut varier de surface en sur-
facel!):

%/Sﬁ3d6202—/vE§dT — E3:O — Elzﬁg
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Est-ce trivial?

Est-il trivial que la charge totale sur les conducteurs spécifie d’'une fagcon unique
le champ autour?

e ®
Exemple du contraire: configuration de deux dipdles.
En court-circuitant les deux dipoles, on pouvait croire que les ® O
charges restent ou elles sont, a cause de l'attraction entre les
bouts des fils. @

Ceci est faux. La charge totale des deux conducteurs est zéro,

alors une configuration possible est de n’avoir aucune charge @
aux bouts des fils, correspondant a aucun champ électrique

autour. Le théoreme d’unicité nous dit que ceci est la seule
configuration. La charge sera conduite par les fils jusqu’a neu- © ©
tralisation totale.
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La méthode d’'image

Supposons une charge +q suspendue a une dis-
tance d d’une plaque conductrice infinie, connectée a «C
la terre. Quel est le potentiel au dessus de la plaque? d
Le potentiel n'est pas juste (1/4meg)q/r, parce que /“
+q induira des charges négatives sur la surface voi- Wﬁ y
sine. Le potentiel résultera de g et de la charge in- X V=0
duite. Peut-on calculer ce potentiel en ignorant la
charge induite?

Il nous faut une solution a I'équation de Poisson dans la région z > 0, avec
une seule charge g a (0,0,d), et avec les conditions aux limites suivantes:
1.V=0az=0;

2.V — 0 loin de la charge, c’est a dire pour 2 + y% + 22 > d>.

Le corollaire au premier théoreme d’unicité garantit que il n’y a qu’une seule

solution. Si par magie ou autres moyens nous pouvons découvrir une solution
gui remplit les conditions, c’est la bonne.
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Le probl eme d’'image classique

(
Etudions un probleme apparemment tout a fait d
différend:
Remplacons la plague par une charge —q a y
(0907 - d)' X d

*—(

Le potentiel de ce dipOle est:

1 q n —q
Aey |22+ Y2+ (2 — d)? 22+ y? + (2 + d)?
Ce potentiel remplit les condition, il est donc en méme temps la solution pour
le probleme initial pour z > 0.

Le potentiel pour z < 0 est evidemment differend du probleme initial. Mais tant
pis! Le théoreme d’unicité garantit que nous avons trouvé la bonne solution
dans la région visée.

V(z,y,z) = Vi +V_ =
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Charge induite a la surface

Ayant déterminé le potentiel nous pouvons aussi calculer la charge induite a
la surface:

oV A%
O = —€y)y - = —€yg—
('97?, 82 >—(
oV 1 { —q(z — d) q(z + d)
9. 2 2 21)3/2 + 2 2 213/2
0z ameo (s + y2 + (= — D) (@4t (2 + d)?)

U(wa?O) 27_‘_ ($2—|—y2—|—d2)3/2

Evidemment, la charge induite est opposée a q, et la charge totale de la plaque
est:

Q = /oda=—q
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Force sur la charge

La charge g est attirée vers la plaque, a cause de la
charge négative induite.

Calculons la force:

Si le potentiel autour de g est le méme dans le
vrai probleme que dans la construction d’'image,

la force doit étre la méme aussi:

1 q* .

F = — z
Ameg4d?

V=0
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Energie du syst eme

Mais tout n’est pas indentique! Exemple: I'énergie du systeme.
Pour deux charges on a:
1 ¢?

- 471'602—d
Mais pour la charge au dessus de la plague on a la moité de cela:
1 g2

- 471'604—d
parce gue toute I’hémisphere z < 0 ne contribue pas.

Calcul de I'énergie dépensée pour introduire la charge q:

e .1
w=["Fdai= % g

o° Ameg '°° 422
1 q> ¢ 1 g2
- 471eq 4z o 4megdd

Ce travail est uniguement dépensé en approchant une seule charge.
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Un autre probl eme d'image

Toute configuration de charges stationnaire pres d’'une surface reliée a la terre
peut étre traitée avec la méthode d’'image. Mais attention: on ne peut pas
mettre des charges images dans la région ou I'on veut calculer le potentiel!

Exemple: une charge dans un “coin”.

V=0
+( -9 +(
® ® 5 ®
o [
+( —(
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Un probl eme d’'image exotique

Exemple plus exotique: une charge a I'extérieur d’une sphere.

Une charge ponctuelle g est située a une distance a du centre d’'une sphere
conductrice de rayon R, reliee a la terre. Trouver le potentiel autour de la
sphere.

Examinons une configuration contenant une charge g et une charge “miroir”:

. R
q — —4q
a
placé a une distance b:
R2
b=""
a

du centre de la sphere, vers la charge gq.
Le potentiel de cette configuration est:

8.

4meg \r r/
Par chance, ce potentiel est zéro partout sur la surface de la sphere.

V(7) =
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Rappel: th éoremes d’unicit €

Loi de Poisson:
VIV() =~ p(7)

Cas spécial, loi de Laplace, valable ou denS|te de charge locale est zéro:
o0’V 0’V 9’V

VAV (F) = =0
(7) Ox? + Oy? + 0z?

Premier théoreme d’unicité:

— La solution de I'équation de Laplace dans un volume YV est déterminée
d’'une maniere unique par les valeurs de V sur la surface S limitant le
volume.

Deuxieme théoreme d’unicité:

— Dans un volume VY entouré de conducteurs et qui contient une densité de
charges spécifiée partout, le champ électrique est déterminé d’'une facon
unique si la charge totale de chaque conducteur dans le volume est connue.
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Rappel: la m éthode d’'image

Quand on veut calculer le potentiel d’une distribution de charges pres de plans
equipotentiels, on peut sumuler les équipotentielles par des charges images
additionnelles qui créent des équipotentielles virtuels. Par les théoremes d’uni-
cité on sait que le potentiel hors du volume qui contient les charge images est
le méme que celui du probleme original.

Exemple classique:

VA L
oC od
d d
o
oy g y
X V=0 X
*—(
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Rappel: un probl eme d’'image exotique

Exemple plus exotique: une charge a I'extérieur d’une sphere.

Une charge ponctuelle g est située a une distance a du centre d’'une sphere
conductrice de rayon R, reliee a la terre. Trouver le potentiel autour de la
sphere.

Examinons une configuration contenant la charge g et une charge “miroir”:

. R
q — —4q
a
placé a une distance b:
R2
b=""
a

du centre de la sphere, vers la charge gq.
Le potentiel de cette configuration est:
q 4
B
4mepg \r |l

Par chance, ce potentiel est zéro partout sur la surface de la sphere. Attention:
Il est évidemment différent a l'intérieur de la sphere.

V(F) =
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Astuces: s éparation des variables

La séparation des variables est la méthode préférée du physicien pour résoudre
les équations différentielles a dérivées partielles.

Elle s’applique a I'équation de Laplace quand le potentiel V' ou la densité de
charge o sont specifiés aux bords d’'une région, et quand on veut calculer le
potentiel a I'intérieur de cette méme région.

Stratégie: chercher une solution qui est le produit de fonctions qui ne dépendent
gue d’une seule coordonnée a la fois.

On va développer ce concept a partir d’'une série d’exemples, en coordonnées
cartésiennes et sphériques.
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Coordonn ées cart ésiennes: plans parall eles

Deux plagues métalliques paralleles au plan y V=0
xrz, S'étendent vers x — +o00, z — +oo.

L'une est situé ay = 0, l'autre a y = a, elles

sont mises a la terre. Le systeme est clos a \, (Y) V=0
x = 0 par une bande isolante maintenue a

un potentiel V,(y). Calculer le potentiel entre

les deux plaques. Z

Configuration est indépendante de z, équation de Laplace et conditions:
o’V  0*V
_|_
Ox? Oy?
—V =0poury =0etpoury =a
-V =Vy(y) pourx =0
—V = 0 pour x — oo, i.e. loin de la bande “chaude”

= 0

Ansatz:
V(z,y) = X(z)-Y(y)

Ceci a I'air d’'une fonction tres spéciale (ce qui est vrai), mais elle permet de
construire la solution générale.
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Coordonn ées cart ésiennes: plans parall eles

Equation de Laplace avec cet Ansatz:

0%V n 0%’V _ 0
Ox? Oy?
V(z,y) = X(z) - Y(y)
deX n Xsz _ 0
dx? dy?

Division par V' sépare les variables:
1d*X 1d?Y

X dx? + Y dy? =0
(@) 9(y)
Une seule solution: f(x) = C; =const, g(y) = C> =const:
Ld*X 1d*Y B
X doz — 1 et ?dy2_02 avec C;{+C =0

Une seule equation differentielle a dérivées partielles est séparée en deux
equations differentielles ordinaires.
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Coordonn ées cart ésiennes: plans parall eles

Mettons C; = k% > 0 et Cy, = —k? < 0 (justifié plus tard):

d*X 0 d’Y 0
= k°X ; = —k°Y
dx? dy?
Solutions:
X (x) = Ae*® 4 Be ™ ** ; Y (y) = Csinky + D cosky

V(x,y) = (Aek“" + Be_k“’> (Csinky + D cos ky)
Conditions aux extremes:
V=0pourx w00 — A=0
Absorbant B en C' et D:

V(z,y) = e * (Csinky + D cos ky)
V=0poury=0 — D=0

nw
V=0poury=a — sinka=0 — k= —(n=123,...)
a

Probleme restant: accomoder V- = V,(y) pour x = 0.
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Coordonn ées cart ésiennes: plans parall eles

Série de solutions, qui obéissent toute condition sauf V' = V;(y) pour = O:

n
V(z,y) = Ce *sinky avec k= (n=1,2,3,...)
a

Equation de Laplace est linéaire:
VWV = oy V*Vi + auV*Vo + - .- =0
Solutions séparables servent a construire une solution générale:
V(x,y) = :Z_ol C,e "™/ ?sin (nwy/a)
V(0,y) = n%j; C,sin (nmy/a) = Vy(y)

Ceci est une série de Fourrier. Théoreme de Dirichlet garantit que (pratique-
ment) n'importe quelle fonction Vy(y) peut étre écrite de cette facon.

Détermination des coefficients (voir compléments de mathématique):

2 .
C = © [ Voly) sin (nmy/a) dy
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Plans parall eles: exemple avec potentiel constant

Exemple concret: Vy(y) = Vy = const. entre
les deux plaques.

Détermination des coefficients:

Z
2V
C, = —° [*sin (ny/a) dy
a
2Vp 0, n pair
T na (1 — cosnm) = oy impair V¥
4V,
V(z,y) = =0y Zemmm/agiy (nmy/a)
7T n=1,3,5,... N
V(0.)/Ve
La série peut (par chance) étre sommeée ex- Vivo
plicitement:

2V Sin nT a T o2 04 06 08
V(way) — ﬂ_Otan_l( ( y/ ) ) via

Griffith, fig. 3.18 et 3.19, page 131

sinh (n7y/a)
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Geéneéralisation

Le succes de la méthode de séparation dépend de deux propriétés des solu-
tions, e.g. V(z,y) = C exp (—kx) sin ky: elles sont completes et orthogo-
nales.

Un groupe de fonctions est dit complet si toute autre fonction peut étre ex-
primée comme une combinaison linéaire:

fly) = noél Cnfn(y)

Les fonctions sin (n7ry/a) sont completes sur l'intervalle 0 < y < a.

Un groupe de fonctions est dit orthogonal si le produit scalaire de deux membres
différents est zéro:

W fa(y)Fi(y) dy = 0 pourn’ #n
Les fonctions sin (nmy/a) sont orthogonales sur l'intervalle 0 < y < a:

. . 0, pour n’ # n
a / — ?
o sin (nwy/a) sin (n'ry/a) = o' poyr p = gy

Le physicien a tendance a laisser la preuve de ces deux propriétés aux matheé-

maticiens.
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Coordonn ées sph ériques

Equation de Laplace en coordonnées spheériques:

10 ( 28V) 1 0 ( , BV) 1 9V
——— |+ : sin@——| + 5 —
r20r Or r2sin 6 00 00 r2sin® 6 0¢?
Si le systeme a une symmeétrie azimuthale, V' est indépendant de ¢:
1 0 ( 28V) 1 0 ( , BV)
— || + - sin@-——| =
20T or r2sin 6 00 00
Ansatz avec séparation des variables:
1 d dR 1 d d®
V(r,0) =R(r)-0(0) — (rz ) + — (sin 9) =0
Rdr dr ® sin 6 d6 do

Comme le premier terme dépend uniqguement de r et le deuxieme uniguement
de 6, les deux doivent étre constant:

L (R

= —Il(l+1
dr (14 1)

1 d ( d@)
Rdr

sin 60—
® sin 6dO do
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Coordonn ées sph éeriques
Solution de I'éguation radiale:
d ( ,dR B
an ('r ) =Il+1)R — R(r)=Ar'4+
r

l—|—1
La solution générale de I'équation angulaire sont les polynomes de Legendre:

dr

— —_— p—
S111 —I— S1Il 1\ COS

Polynomes de Legendre:

1 (d)
P(x) = 2 1)
/() 20! (da}) ( )
Py(z) = 1 . P(z) ==
Py(x) = (3x* —1)/2 ; P3(x) = (5x® — 3x)/2
Py(x) = (35x* — 30z + 3)/8 ; Ps(x) = (63x° — 70x3 + 15x)/8
Solution générale séparable:
B;
V(r,0) = P (Alr + ) P,(cos 0)
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Exemple 1: coordonn ées sph ériques

Le potentiel V;(0) est specifié sur une surface sphérique de rayon R. Trouver
le potentiel a I'intérieur de la sphere.

Solution:

V(ro) = 3 O(Alr —I—B)Pl(cosé’)

Pour que le potentiel soit fini a I'origine, il faut que B; = 0 pour tout I:
V(r,0) = l:ZOO A;r'Py(cos 0)
A r = R on doit retrouver le potentiel V.
V(R,0) = l:z‘fo A;R'P,(cos ) = V()

Comme les polynomes de Legendre sont complets sur l'intervalle —1 < o <

1,i.e. 0 < 0 < 7, la solution existe pour tout V. Lorthogonalité nous dit que:

/_11 P,(z)Py(x) de = |, P/(cos@)Py(cosB)sinb db
O pour I’ #£ 1
pourl’ =1

2l—|—1
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Exemple 1: coordonn ées sph ériques
Détermination des coefficients:
s l%:o AR'P)(cos 0) - Py(cos0)sin@ df = | Vy(6) - Py(cos ) sin 6 db
0

2
AzR’2l T T Vo(6) - P(cos 0) sin 6 db
20 + 1
A = + "V5(0) - P)(cos0)sin db
2R! 0

Exemple concret pour V.
Vo(0) = ksin®6/2

— ];(1 — cos0) = _ [Py(cos ) — Pi(cos0)]

N |

oo k
V(R,0) = lZO A;R'P)(cos 6) = 2 [Py(cos 8) — Py(cos 0)]
Il en suitque Ag = k/2, A; = —k/(2R) et Ay, = 0 pour k > 2:
' 1

V(r,0) = — |r’Py(cos ) — TR_Pl(COSB

NN R

r
1 —cosH)
R
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Exemple 2: sph ere conductrice

Une sphere conductrice non chargée est placée dans Griffith, fig. 3.24, page 141
un champ homogéne E = E,Z. La charge induite ?
transformera ce champ. Trouver le potentiel autour de
la sphere.

B

Solution:

La sphere étant une équipotentielle, nous pouvons
définir V(R) = 0, et par symmeétrie, V (z,y,0) = 0.
A cause de la définition du zéro du potentiel, il ne
disparait pas pour |z| — oo. Mais le champ extérieur
n'est pas perturbé loin de la boule:

V(zi()))zﬂ

V - —FEyz+C —FEyz = —Egrcos6

Les conditions aux limites sont:

—V =0pourr =R
—V — —Egrcos@ pourr > R
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Exemple 2: sph ere conductrice
Solution generale:

By

V(r0) = * (Alrl + o

) P,(cos 0)

Premiere condition:

B
AlRl —|— =0 — Bl = —AleH_l

Rl+1
oo l R2l—|—1
V(r,0) = EO Ay (r — )Pl(cos 0)
Pour » > R, le deuxieme terme est négligeable:
loZo A;P(cos@) = —Eyrcosb
=0
Avec Pj(cos @) = cos 8 on trouve A; = —E et tout autre A, = O:
RS
V(r,0) = —E (fr — 2) cos 6
r

Premier terme dd au champ extérieur, deuxieme a la charge induite:
R3

o(0) = —eg —— = €oEy |1+ 2—|cosb|._, = 3egEycosb
or |.—n r3

Maxima sur les “poles” ¢ dessus et © dessous.
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Potentiels approximatifs a grandes distances

A une grande distance comparée a sa taille, chaque distribution de charges
ressemble a une charge ponctuelle, et son potentiel tend vers:

ou Q est la charge totale.

Comment se fait la transition entre le potentiel a proximité, ou les détails de la
distribution sont importants et ce comportement asymptotique?

Exemple: dipdle électrostatique

Université de Geneve 5.17 M. Ponhl



Potentiels approximatifs a grandes distances

Exemple: dipOle électrostatique

V(i) = ! q)

41€ (r+ r_

) , (4 ) d d?
ry = r°+ 5 Frdcos@ =r 1Z|:;cosl9—|——

42

A grande distance r > d, en expansion binomiale:

1 1 d -2 d
:(1:|:cos¢9) 2(1:|:c050)

r4 T T T 2r

1 1 d

— — — ~ —cos@6

ry r_ 72

Solution:
1 dcos 0
V(7)) ~ d

wey T2
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Expansion en multip Oles

Potentiel d’'un dipdle diminue comme 1 /72, plus rapidement que celui d’'une
charge ponctuelle, un monopdle.

Pour une paire de dipOles égaux et opposés, un quadrupdle, on a 1/7°, et
pour un octupdle 1 /7.

+ - +
+ + - -
o oo
- + - +
MonopOle  Dip0le Quadrup0le OctupOle
V~1/r V ~ 1r? V~1r3 V~1r*
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Expansion en multip Oles

Généralisation: expansion systématique du potentiel
d’une distribution de charges, en puissances de 1/r.

1

vi(r) = 41re€g

/ 161(77' ) d7’

Distance du volume d+’;

2
2 = P2+ 9" —2rr'cos@ = r

N 2
9 T T
ol
T
peut s’ecrire comme:

/ /
r=rv1+€ avec €= (r) (T—ZCOSH/)

r r

Pour des points bien a I'extérieur de la distribution de charge, € < 1, et I'ex-
pansion binomiale s'impose:

— = — (1 1 — — —
r r( +€) r 26+ &€ 16 T
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Expansion en multip Oles

Reécrit en termes de r, r’ et 6’:

I 1 /7 [r 3 /(r'\2 [y 2 5 (r'\3 (v 2
1——|(—||— —2cos@ | +—|— — —2cosl'| ——|— — —2cosl’'| +...
2\r r \r r 16 \ r r

/

1

r

| n (r—) (cos 0) + (T')z (3cos? 6 —1)/2 + (T

T T T

S S|

3
) (5 cos® 0’ — 3cosl9’)/2—|—...]

On reconnait les polynomes de Legendre comme coefficients:

1 1 ~ T‘, " ’
— = - |—| Py(cos8)
r rn=0\7

r est une constante pour l'intégration:
1l «~ 1

4meg n=0 pnt+l

V(7) = r"" P, (cos 0")p(7) d1’
Le premier terme est la contribution du monopole, le deuxieme celle du dipdle,
le troisieme celle du quadrupdle etc.

Lexpansion est exacte mais sert aussi comme préscription pour une approxi-
mation: le premier terme non-zéro sert comme premiere approximation, autres
termes pour raffiner le calcul.
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Les termes monop Oles et dip Oles

Souvent I'expansion est dominée (a large r) par le terme monopole:
1 Q

4meg T

mon(r)

ou Q = sp dr estla charge totale. En effet pour une charge ponctuelle a
I'origine, p = Q&°(7), tous les autres termes disparaissent.

Si la charge totale est zéro, le deuxieme terme dominera vraisemblablement:

1 /
477605/7“ cos 0'p(7) d7’

Vaip(T) =

A
—

0’ estl'angleentre @ et+: r'cos@ =7 -7

! ir/?"p('r)dT

Vdip(,'?) - A1eg r2
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Le terme dipolaire

1 1.
—7 [ 7 p(¥) dr’
Ameyr?

L'intégrale est indépendante de et définit le moment dipolaire de la distribu-
tion:

Vaip(T) =

1 7.7
Vai(P) = —+ avec §=7p() dr’
Amwey T2

Le moment dipolaire est un vecteur, défini par la géométrie de la distribution.

Collection de charges ponctuelles:

—

b = CIz"F'

108

1

Dipole physique:

P = qr, — qr’ :q<'F"+—'F'_> — qd
Ceci est une (bonne) approximation de notre résultat obtenu avant. Il est le po-
tentiel exact pour le dipdle pur, qui est caractérisé par les limites simultanées
d — 0, q — oo, avec dg =const.
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Origine des coordonn ées

L'expansion en multipdles n’est pas indépendante de la position de l'origine.

A Z
Monopole:
Une seule charge a l'origine est un pur monopole. En ¢
déplacant I'origine par une distance d le long y, on r
crée d’autres termes, entre autres un moment dipo-
laire: y
d g

—

pP=qdy X

Dipole:
Une transformation des coordonnées, ¥ — s = ¥ — a transforme le moment
dipolaire p — (¢
qgd= [§p()dr'=[(7 —a)p() dr
= [Fp()dr" —a[p(7) dr' =p— Qa

Par conséquent, p = ¢ uniguement si Q = 0.
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Champ électrique d’'un dip Ole

Choisissons les coordonnées de sorte que p se situe z
a l'origine et pointe dans la direction z: r
1 p- 7 p cos 0
dep(r,e) pr— 9 p— 5 9 9
4Tey T 4megr P / y
Le champ est donné par le gradient négatif du poten- 0
tiel: X
i oV  2pcosf
" 8r 4meyrd
10V  psin@
E9 = —_-———
r 00 Ameqrs
1 o0V -
E(p = — . =0 4
rsin 0 0¢

Le champ pour cette configuration, p = (0,0,p), en
coordonnées sphériques:

p
4megr

Edip(T,H) —

(2 cos 07 -+ sin 05)

Griffith, fig. 3.37, page 154
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Champ électrique d’'un dip Ole

— Champ du monopdle diminue comme 1/72, celui du dipble comme 1 /73,
celui du quadrup6le comme 1/r* etc., avec une puissance de r de plus
gue les potentiels respectifs.

— Champ du dipéle pur differe de celui du dipdle physique a des distances
comparable a la taille d de ce dernier.

Griffith, fig. 3.37, page 154
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Rappel: s éparation des variables

Coordonnées cartésiennes, dispositif symmeétrique le long z, plan V,(y) définit
conditions de bord:

V(z,y) = X(x) - Y(y)
Solution séparable, série de Fourrier:

V(x,y) = ozjl C,e "™ /%sin (nmy/a)

2
C, =

= - Va(y) sin (nmy/a) dy

Coordonnées sphérigues, symmeétrie azimuthale:
V(r,0) = R(r) - ©(0)
Solution générale séparable avec polynomes de Legendre:

B;

_ & l
V("“ag) — go (Al"“ ‘I-W

| Pi(cos )

Coéfficients A; et B; définis par les conditions de bord.

Université de Geneve 6.1 M. Pohl



Rappel: expansion en multip Oles

Potentiel reécrit comme somme de termes multipolaires:
1 «~ 1
47meg n=0 pnti
Le premier terme est la contribution du monopdle, le deuxieme celle du dipdle,

le troisieme celle du quadrupdle etc.

V(7) = [ 7" P, (cos 0")p(7") d7’

MultipOles pures:

+ - +
+ + — -
o oo
— + - +
MonopOle  Dip0le Quadrupdle OctupOle
V~1/r V ~ Ur? V~21r3 V~2Urt

La décomposition du potentiel en termes multipolaires est exacte dans la me-
sure que la somme porte sur toutes les termes, n — oo. Elle est approxima-
tive quand on termine la somme apres un des premiers termes non-nuls.
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Rappel: termes monop Oles et dip Oles

Souvent I'expansion est dominée (a large r) par le terme monopole:
1 Q

ATeg T

Vmon (7? —

ou Q = s/ p dt est la charge totale.

Si la charge totale est zéro, le deuxieme terme do-
minera vraisemblablement:

1 §-7
Vaip(T) = P avec p=/7p() dr’
Ameg 12
Le moment dipolaire p est un vecteur, défini par la
géomeétrie de la distribution. Collection de charges

ponctuelles:

CIi'F’

S
|
8

Griffith, fig. 3.37, page 154
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Champs eélectrigues dans les milieux pond

Rappel: Conducteurs:

— Charges se déplacent avec une certaine liberté,

— Ressource “infinie” de charges, un ou deux par atome
— Métaux: électrons se déplacent d’'un atome a 'autre
— Gaz et liquides: ions sont mobiles

— Une certaine résistance s’oppose au déplacement des charges, sauf pour
les supraconducteurs

Isolants = matériaux diélectriques:

— Electrons sont fortement liés a leurs atomes/molécules, neutralité locale

Que se passe-t-il quand un tel atome/molécule est exposé a un champ électrique
extérieur?

Université de Geneve 6.4 M. Ponhl



Dip Oles induits

Modéele primitif d’'un atome: %
— noyau ponctuel de charge positive

E
—entouré d'un “nuage” sphérique
d’électrons, homogenement char-
gé —0=-
— champ électrique extérieur déplace
I'un par rapport a l'autre, polarisa- _q//

tion atomique

— déplacement minuscule, méme a I'’échelle atomique
— moments dipolaires des atomes s’additionnent
— champ extérieur comparable a la force de liaison atomique: ionisation

Moment dipblaire atomique donné par la polarisabilité atomique «:

D = aEewt
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Dip Oles atomiques induits

Calcul de la polarisabilité selon notre modele nalif:

Force dipolaire intérieure compense force extérieure:

E
Eint — _lEe:mi
d
Ein = — dr
! Ameg d? o P 0=
1 1 -3g4 1 qd
— —TT —_— -
Amegd?4ma’3 41eg a’ —q//
Polarisabilité proportionnelle au volume atomique:
1 qd
E.. = d — p=gqd= (4mepa®) Ec;x — o = 4mea’
Ameg a’

Polarisabilités atomiques a expérimentales pour quelques éléments:

Elément H He Li Be C Na Na Ar K Cs
a/4mey [10739m3] 0.667 0.205 24.3 5.60 1.76 0.396 24.1 1.64 43.4 59.6

Handbook of Chemistry and Physics, CRC Press 1997

En accord qualitatif (a un facteur O(5) pres) avec notre modele naif.
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Dip 6les mol éculaires

— Molécules n’ont pas normalement une symmeétrie sphérique.

— Polarisabilité dépend de I'angle du champ extérieur par rapport a I'axe de
la molécule:

p=aE + a||E||
— Exemple: molécule allongée CO,
C’m C’m
o) = 4.5 X 10_42T ;o =2 X 10_4OT

— Direction de p n’est plus parallele a E
— Cas géneéral: o est un tenseur
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Alignement de dip 06les mol éculaires

— Molécules dit polaires ont un moment dipolaire permanent
— Exemple: H,O, p = 6.1 X 1073 Cm
— Aucune force nette sur le dipdle dans un champ extérieur homogene:

F,.—pE ; F. = _pFE

— Un moment de force essaye d’aligner le dipOle avec le champ extérieur:
—> = — - —> J — __’ — —_ —>
N = (r+><F+)—|—<r_><F_)= §X(qE) +|— X (—qF)| =qd X E

2
|
Sy
X
&
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Forces d’'un champ inhomog ene

Moment de force pour un dipdle pur par rapport a son centre, méme dans un
champ inhomogeéne:

—

N =px E

Force additionelle, & cause de F', # —F_:
F=F +F =q(B, — B )=q(AB)
Petites variations dans le champ:

AE, = (VE,)d ; AE,=(VE,)d ; AE.=(VE.)d

Force sur le dipole:
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Effet pi €zoélectrique

5 AR
() e
Inversément, une force exercée sur O‘“ﬁ— @
un crystal asymmétrique — comme le _C}. - O~
quarz — peut causer un champ et une 3 % .
différence de potentiel: @ e o 0+ s*
F=(p-VE '™y
9E. F. /g - ee.
2 . v |

H. Hansel et W. Neumann, Physik: Molekule und Festkorper, Spektrum Verlag, 1996, p. 227

— Centre de gravité des ions négatives est déplacé par rapport aux charges

positives.

— Une densité de charge nette, p V E, se forme sur la surface du crystal.
— Une différence en potentiel est créée, piezoélectricité.
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Polarisation

— Atomes ou molécules non-polaires: moment dipolaire induit, parallel au
champ extérieur.

— Molécules polaires: moment de force aligne leur moment dipdlaire parallel
au champ extérieur.

— Resultat dans les deux cas: beaucoup de petits dipoles, alignés avec le
champ.

— Lagitation thermique en compétition, reduit I'alignement net, surtout a haute
température.

— Pour certain matériaux I'effet, une fois induit par le champ extérieur, peut
persister, surtout a basse température.

— Polarisation quantifie I'effet:
P = densité du moment dipolaire

Attention: ceci traite le moment dipolaire comme quantité continue.

— La polarisation du matériau cause elle-méme un champ qui s’additionne au
champ extérieur.

— Nous étudions d’abord I'effet de ce nouveau champ additionnel, di a P, et
ensuite la cause de P.
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Champ d’un objet polaris &

Calculons le champ d( a la polarisation du milieu, décomposé en dipoles
élémentaires:

— Potentiel du dipole individuel:

—>

P
Amey 12

=

V(7) =

avec le vecteur r qui pointe du dipdle jusgu’au point d’observation .

— Dans le milieu nous avons un moment dipolaire p = P dt’ dans chaque
élément du volume. Potentiel total:

V(r) = 41 /v
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Charges li ées

— Avec V’(1/r) = F/r?, le potentiel peut &tre reformulé comme I'action d’une
charge liée:

1 - P(#) 1 S o~ (1
V(7F) = dr’ = P-V'() dr’
(7) A€ /v r2 A€ /v r
1 . (P Lo
= V' |—| dr’ — V'.P) dr
471'6 /v r /v r ( )
]_ —> —
= ‘ — (V. P) dr’
41€ %S ( >
—Le premier terme ressemble au potentiel d une charge de surface o, =
P - 1i, le deuxiéme a celui d'une charge de volume p, = —V - P
— Potentiel de ces charges:
1 Op 1 Pb
V() = da’ — dr’
(7) 41re€g 7{8 r 41€g /v T

— Le champ d’'un objet polarisé est le méme que celui causé par la charge
surface oy, et la charge volume p, ensemble.
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Exemple: champ d’'une sph ere homog enement polaris ée

— Choisissons P = (0,0,P)
— Comme P est homogene, charge de volume N

Pb — —6ﬁ=0

— Charge de surface:

o, = P-nn = Pcos0

— Le champ est celui d’'une charge de surface fixée sur la sphéere avec densité
P cos @

— Par la méthode de la séparation des variables on trouve:
~—1 cos 6 pour l'intérieur, r < R
3e0 2 COS 0 pour I'extérieur, r > R
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Exemple: champ d’'une sph ere homog enement polaris ée

P

r> R

~—1 cos 6 pour l'intérieur, r < R
V(r,e) —— 3;0 R3 y 7 . o
3. .2 Cos 6 pour I'exterieur,
€EQT

— Le champ a l'intérieur de la sphere est uniforme:

B $V—— F—_ P
rsfiT - 360 - 360
— A l'extérieur, le potentiel de la sphere est identique a
celui d’'un dipdle pur:

1 p-7
V. —
> Ameg 12
Edip(r,ﬁ) = 471'27“3 (2 cos 7 + sin 95)

@

/[ —
Nl

— Le moment dipolaire est donné par la polarisation totale dans le volume:

L4
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Mod ele physique pour les charges li ées

— Les charges liées sont bien réelles, elles resultent de l'alignement des
dipoles microscopiques:

Y

+0

HHHCHHHHH‘ Z.
— +— +— +— +— +— +— +-

— Moment dipolaire d’'une tube court de matériau diélectrique: Ap = P(Ad)

— Moment dipolaire d’'un dipdle physique équivalent: Ap = q,d
— Charge équivalente a la fin du tube: g, = PA

— Densité pour coupure perpendiculaire: op, = Q/A = P
— Pour un tube avec coupure oblique:
op = g:Pcos¢9:13-7:?,’
Al

IR
AR
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Mod ele physique pour les charges li ées

=+

— Si la polarisation est inhomogene, charge est ac- +
cumulée dans le volume aussi

— Conservation de la charge réclame que la charge .
accumulée dans un volume est égale et opposée
a celle poussée a travers de sa surface:

/vpde:—fSﬁd&’:—/v<e-ﬁ> dr * *

1
|||
+

— Ceci doit étre vrai pour n'importe quel volume:
Pb = ~-V.P

Université de Geneve 6.17 M. Ponhl



Le champ a l'int érieur d’'un di électrique

— Jusgu’ici nous avons travaillé avec un modele qui prétend que le diélectrique
contient des dipoles purs, décrit par une densité continue.

— Ce modele marche a I'extérieur d’un diélectrique, ou la distance a chaque
dipdle est grande comparé a sa dimension; a l'intérieur du milieu on pourrait
avoir besoin de raffiner le modele.

— On effet, le champ microscopique a I'intérieur du milieu est extremement
variable

— en fonction de la position a cause des multiples charges ponctuelles qui
constituent le milieu,

— en fonction du temps, a cause du mouvement thermique des atomes et
du mouvement quantique des électrons autour des noyaux.

— Dans cette mesure, la notion du champ microscopique devient inutile et doit
étre remplacé par la notion macroscopique, qui est la moyenne spatiale et
temporelle du champ microscopique.

— Cette moyenne doit porter sur des dimensions qui sont a la fois grandes
comparées aux distances atomiques et petites comparées a la dimension
de I'objet. Voire le concept méme de la densité.

Université de Geneve 6.18 M. Pohl



Le champ a l'int érieur d’'un di électrique

Avons-nous calculé le bon champ macroscopique? Veérifions.

— Mettons une sphére appropriée, avec un rayon R = ©O(10°) rayons ato-
miques, autour d’'un point dans le milieu.

— Le champ est une superposition du champ des dipdles a l'intérieur et a
I'extérieur de la sphére:

E — Eewt + Eint

— Les dipOles a I'extérieur sont loin du point d’'observation, ils produisent un
champ selon le potentiel
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Le champ a l'int érieur d’'un di électrique

— Les dipoles a I'intérieur sont a moyenner sur le volume de la sphere. Indé-
pendamment de leur distribution, leur champ est

—

- 1 p 1 .
Eint = — 3 = ——P
4reg R 3¢
Seulle leur polarisation — qui est déja une moyenne — compte pour le

champ. Autant remplacer la distribution réelle par une distribution uniforme.

— Le moment dipolaire d’une sphere uniformement polarisée vient d’un po-
tentiel

—

1 p-f‘"

V. —
mt Admey 12

et correspond exactement a la partie de I'intégrale omise, a l'intérieur de la
sphere.

— Le potentiel total est par conséquent bien celui que I'on a utilisé pour faire
le calcul précédent:

=

V() = 1 L - P(7)

dr’
471 € r2

Université de Geneve 6.20 M. Pohl



Le déplacement électrique

Dans un milieu diélectrique:

— charges liées, dles a la polarisation, densité py;

— charges libres, i.e. toute autre charge qui n’est pas produite par la polarisa-
tion du milieu, densité py.

Champ total selon la loi de Gauss:
eoVE = py+ py = —VP + py
6 (GQE -+ 13> = pPs
Déplacement électrique:
D = GQE - P
Loi de Gauss dans milieu pondéreé:
ﬁﬁ:pf ; fﬁdd’:Qf

Cette formule nous permet de travailler avec D et uniquement les charges
libres quand un diélectrique est présent. Mais D n’est pas le champ électrique.
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Exemple: Fil isol &

Un long fil droit chargé a une densité L
uniforme A est entouré par une isola- a s\
tion cylindrique de rayon a. Trouver le \/ \

déplacement électrique.

~_1
\"/

Loi de Gauss a une surface cylindrique de rayon s et de longeur L:

/D da = Qy
D(2wsL) = AL
- A4
D = —s
27S

Ce résultat est valable a la fois a l'intérieur et a I'extérieur du diélectrique. A
I'extérieur, pour s > aona P = 0:

]_—) A
D=

€o 2Te€pS

w|>

E =

A l'intérieur nous ne pouvons déterminer E que si P est connu.
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Attention: le d éplacement n’est pas le champ  électrique

Il ne faut pas confondre le déplacement avec le champ électrique a I'intérieur
d’un diélectrigue:

— Il n’y a pas d’analogue a la loi de Coulomb:

. 1 7
D(7) # 471_/ I_pr("?') dr’

— La divergence ne détermine pas completement un champ vectoriel, il faut
le rotationel aussi. Dans le cas électrostatique, V x E = 0, malis

VXD = eo(ﬁxlf—?’)—k(ﬁxﬁ):ﬁxﬁ
n’'est pas forcément zéro.
— En particulier, si un systeme manque de symmeétrie sphérique, cylindrique

ou planaire, on ne peut pas étre sir que V x P = 0, méme dans une
situation statique.
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Conditions de (dis-)continut €&

Les conditions aux interfaces des systemes électrostatiques peuvent étre re-
formulées pour le déplacement:

— Discontinuité de la composante perpendiculaire a une interface:
DJ_ L DJ_

dessus dessous — Uf

— Discontinuité de la composante parallele a une interface:

Bl _ Bl _ Bl Bl

dessus dessous dessus =~ dessous

— En présence de diélectrigues ces conditions sont parfois plus utiles que
celles pour le champ électrique (qui restent évidemment inchangées).
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Rappel: le d éplacement électrique

Dans un milieu diélectrique:
— charges liées, dles a la polarisation, densité de surface o, = P -1, densité
de volume p, = —VP;

— charges libres, i.e. toute autre charge qui n’est pas produite par la polarisa-
tion du milieu, densité py.

Champ total selon la loi de Gauss:

—_— )

eoVE = py+ py = —VP + py
\v (GOE + 13> = pPs
Déplacement électrique:
D = eE+ P
Loi de Gauss dans milieu pondéreé:
VD=p; ; {Ddd=Qy

Cette formule nous permet de travailler avec D et uniquement les charges
libres quand un diélectrique est présent. Mais D n’est pas le champ électrique.
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Diélectriques lin éaires et non-lin éaires

Etudions maintenant les causes de la polarisation, I'alignement des dipdles
atomiques ou moléculaires par un champ:

— Rappellons que le moment dipolaire atomique ou moléculaire induit est
proportionnel au champ externe, et que le degré d’alignement des molé-
cules dipolaires I'est aussi.

— Il est donc logique que pour certains matériaux, la polarisation —i.e. la den-
sité des moments dipolaires élémentaires — est, elle aussi, proportionnelle
au champ:

ﬁ — eOXeE
On appelle de tels matériaux des diélectriques linéaires et la constante .
susceptibilité électrique.
— Attention: en général, le terme o< E est juste la premiere approximation
d’'une série de termes. Les matériaux qui ont une polarisation non-lineaire
sont un important sujet de recherche.
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Diélectriques lin éaires

— Le champ qui cause la polarisation est la somme de tous les champs
électriques présents: le champ externe, celui causé par les charges libres
et le champ causé par la polarisation elle-méme. La formule est donc récursive!

— Ignorons d’abord cette récursion. Le déplacement électrique pour les matériaux
linéaires est:

D = €0E+13=€0E+€0XeE=€0(1+Xe)E

avec la permittivité électrique € = € (1 + Xxe):

D = ¢E
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Diélectriques lin éaires

— La permittivité relative d’'un matériau est apellée sa constante diélectrique:

€
€ = ]-_I_Xe:i

€0
— Pour les diélectriques linéaires:
l_j — Eoﬁrﬁ
Matériau €ER Matériau €,
Vide 1 Benzene 2.28
Hélium 1.000065 | Diamand 5.7
Néon 1.00013 | Sel 5.9
Hydrogene 1.00025 | Silicium 11.8
Argon 1.00052 | Méthanol 33.0
Alir (sec) 1.00054 | Eau 80.1
Azote 1.00055 Glace (-30°C) 99
Vapeur (100 °C) 1.00587 |KTaNbOs (0 °C) 34’000

Handbook of Chemistry and Physics, CRC Press 1997
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Exemple: Sph ere isol ée

Une sphéere meétallique de rayon a porte une charge
Q. Elle est entourée jusqu’a un rayon b, par un '
diélectriqgue de permittivité e. Trouver le potentiel au

centre, relatif a I'infini.

Le systeme a une symmeétrie sphérigue et nous connaissons la charge libre.
Par conséquent nous commencons en calculant le déplacement:

§Ddd = Qy
B — E=P=0 pourr<a
- Q7 pour r > a
4mr2
| 0 pour r < a
E=-D={,;2,;y poura<r<b
€ 2T pourT > b
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Exemple: Sph ere isol ée

Potentiel au centre:

I Q 0
V:—OEdlz—b( ) — ( )d— 0)d
> > \4megr? b rer?) © Jo (0)dr
Q/1 1 1
47 \egb  €ea €b

A cause de la symmeétrie nous avons pas eu besoin de calculer ni la po-
larisaion, si la charge liée, mais nous savons le faire a posteriori. Dans le
diélectrique:

P’ _ EOXeE _ GOXBQ%
4mer?
Py = —6 P = 0
o = PB-8 = eoxeb%? sur la surface extérieure
‘2}%@ sur la surface intérieure

Cette charge compense une partie du champ causé par la sphere métallique,
le réduisant par un facteur e,.
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Déplacement ~ champ pour di électriques lin éaires?

On pourrait croire que D = €E et P = eyx.E dans un diélectrique linéaire
deviennent “comme le champ électrique”.

Ceci n’est vrai que dans le cas spécial d’'un milieu diélectriqgue homogene et
Infini:

ﬁD_’ = Py ; 6 X ﬁ =0
Le déplacement est trouveé a partir de la charge libre uniqguement:
ﬁ — eoﬁvac

ol E,.. est le champ que la distribution de charges libres produirait si le
diélectrique n’était pas la. Le champ électrique dans le milieu est:

~ 1. 1 5
E = D = —FEyu
€ €,
simplement réduit par un facteur e,. Par exemple, une charge pontuelle dans

un diélectrique linéaire, homogene et infini aura un champ:

La polarisation du milieu masque partiellement le champ original.
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Déplacement ~ champ pour di électriques lin éaires?

En présence de deux matériaux (ou d’un seul et le vide), une interface existe
ou la constante diélectrigue change.

Par conséquent, bien que s E dl = 0,

fPdl # 0
et le rotationel de P et de D ne sont pas seulement non-zéro mais infinis a
I'interface.

| P=0
Vide -
Dielectrique ©*°
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Exemple: Condensateur avec di €lectrique

Un condensateur a plans paralleles est rem- A
pli par un matériau avec une constante
diélectrigue €,. Quelle est sa capacitance?

Q
AN

Solution:

Pour un condensateur suffisamment grand, le champ est completement confiné
a l'intérieur du diélectrique. La charge sur les plans reste la méme, mais le
diélectrique réduit le champ et la difféerence de potentiel par un facteur 1 /e,.
La capacité est par conséguent augmentée:

Q A

C = - =6Cyc = €€
|4 d

Demo 173
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Conditions de (dis-)continuit € aux interfaces

— Dans un diélectrique linéaire et homogene, les densité des charges liées
et libres sont proportionnelles:

o= P == (D) = - X |,
€ 1+ xe
— En particulier, si aucune charge libre est incluse dans le milieu, p = 0
et la charge nette doit résider sur la surface. A lintérieur d’'un tel milieu,

I’équation de Laplace regne.
— A l'interface entre deux milieux on avait trouve:

1 1 _
N Ddessus o Dch:essous _ Uf
edessusEdessus T EdeSSOUS‘Edessous — Gf
— Pour le potentiel ceci veut dire:
8‘/dessus 6Vd€880’u,8
€dessus — €dessous — —O0vy
on on

bien que le potentiel lui-méme est continu, Viessus = Vdessous-
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Exemple: Sph ere diélectrigue homog ene

Griffith, fig. 4.27, page 187

Une sphere non-chargée de matériau o
diélectrigue homogene et linéaire est placée
dans un champ é€lectrigue autrement uni- E
forme. Calculer le champ a lintérieur de la
sphere. Lo

0

Solution:

Cela nous rapelle I'exemple ou une sphére conductrice non-chargée était mise
dans un champ homogene (cf. lecon 5). Dans ce cas le champ était completement
compenseé par les charges déplacées, et zéro a l'intérieur de la sphere. Pour
un diélectrigue cette compensation ne sera que partielle.
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Exemple: Sph ere diélectrigue homog ene

Le probleme est de résoudre I'équation de Laplace pour V,,,;(r,0) ar < R, et
pour V.+(r,0) ar > R, sous les conditions suivantes:

1. ‘/;nt — ‘/ewté-r =R
2. €0Vipi/Or = €OVyopy/Orar = R
3. Vext — —EgrcosO pourr > R

Pour des systemes sphériquement symmetriques on avait trouvé
Vint = l:§0 Ayr' Py(cos 0)
A cause de la condition (3) on a
Vept = —FEgrcos 0 + Z iPl(cos 0)

La continuité (1) du potentiel a I'interface reclame que

IOZO AlRlPl(cos 0) = —EgRcos0 + Z Pl(cos 0)
—0

Rl—|—1
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Exemple: Sph ere diélectrigue homog ene

Condition (1):

AR = D I #1
Y= pi pour I #
B,
AlR — —E()R —|— E
Condition (2):
o (I + 1)Bl
l_ S LA, R 'P(cos0) = —FEyjcosf — Z Rl P,(cos 0)
elA R = — (DB oour I # 1
6,~A1 = _EO — 2RB31
Comme les conditions sont a remplir pour tout R et [, il en suit que
A= B =0 pourl # 1
Al = €r+2E0 s B — E:_T_;RSEO
Le potentiel et le champ a I'intérieur de la sphéere sont:
Vint(1,0) = — rcosf = — z ; FE = E,
€ + 2 € + 2 € + 2
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L’ énergie dans les syst emes di électriques

Le travail necessaire pour charger un condensateur est
1 2
W =-CV
2
Si le condensateur est rempli avec un diélectrique linéaire, sa capacité aug-
mente par un facteur e,
C = €Chac

Par conséquent, le chargement d’un tel condensateur réclame plus de travail.
La raison est que I'on doit pomper plus de charge pour arriver a la méme
différence en potentiel, parce que le champ de ces charges est partiellement
compensé par celui des charges liées.

En lecon 3 nous avons trouvé une formule générale pour I'énergie stockée
dans un systeme électrostatique:

W= [ E*dr
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L’ énergie dans les syst emes di électriques

Le cas d’'un condensateur rempli par un diélectrigue suggere que la constante
diélectrique devrait intervenir:

1 . -
WZEZO/ETE2dT:2/D-EdT

Pour prouver cette relation, supposons que la postion du diélectrique est fixe et
que la charge libre est apportée petit a petit. Quand p; augmente par une por-
tion Apy, la polarisation change et la distribution de la charge liée aussi. Mais
nous sommes uniquement interessés par le travail effectué sur les charges
libres:

AW = [VAp;dr

Avec VD = psona Apy = V(AD), ou AD est le changement induit par
I'incrément de charge libre:

AW = [|V(AD)|V dr
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L’ énergie dans les syst emes di électriques

AW = [|V(AD)|V dr
L'intégrand est contenu dans V[(AD)V] = [V(AD)]V + AD - (VV):
AW = [V |(AD)V| dr + [(AD) - E dr

Le premier terme se convertit dans une intégrale de surface qui disparait si
I'intégrale porte sur tout 'espace. Le travail est par conséquent, pour n'importe
guel milieu:

AW = [(AD)-E dr

Si le matériau est un diélectrique linéaire, on a D = eFE, et pour increments
infinitésimals:

]_ —> — ]_ - — —> —
5A(D - E) = 5A(eEz) = e¢(AE)E = (AD) - E
Le travail infinitésimal et le travail total sont donc:
]_ —> —
AW = A(Z/D-Edv-)

1 -
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L’ énergie dans les syst emes di électriques

En présence de diélectriques linéaires:
1 . = —
W=_|D-Edr
On doit se demander pourquoi la réponse pourtant genérale
€
W = EO/E2 dr

ne s’appligue pas a notre probleme. La réponse est que I'on peut choisir d'in-
clure ou non I'énergie stockée dans les dipoles du diélectrique:

Wiot = Wf + Wy + Wpol

— SiI'on compte le travail pour installer les charges libre et les charges liées,
chacune a sa place, on trouve en effet W = ¢,/2 s E? dr. Mais ceci ne
tient pas compte du travail nécessaire pour polariser le matériau.

— SI, comme nous avons fait plus haut, on compte le travail pour installer
uniquement les charges libres, et que I'on laisse le milieu se polariser a sa
guise apres chaque apport de nouvelle charge libre, on inclut implicitement
I'’énergie stockée dans la polarisation du millieu. Le travail est donc plus
grand eton trouve W = 1/2/D - E dr.
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Forces sur un di électrique

Comme un conducteur est attiré dans un champ électrique externe, une force
agit sur un diélectrique. Les charges liées sont attirés vers les charges libres
de sighe oppose.

Le calcul de ces forces peut étre difficile, parce que les champs aux bords ne
peuvent en géenéral pas étre négligés.

On avait prétendu que le champ dans
un condensateur a plans paralleles d
est constant a l'intérieur et zéro a
I'extérieur. Dans ce cas, la force sur
le diélectrique serait zéro aussi, parce

gue le champ serait normal aux plans
partout.
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Forces sur un di électrique

Mais le champ doit s’étendre au dela du PPttt
condensateur, sinon s E dl # 0. Ce champ \\\\

des bords attire le diélectrique entre les plans N
du condensateur. T ///J

Le calcul du champ aux bords est complexe, mais on peut 'éviter en utili-
sant un raisonnement basé sur I'’énergie du systeme. Si W est I'énergie du
systeme, un déplacement infinitésimal dx correspond a un travail:

dW = F,,.. ddx = —F dx

ou F;,... est la force agissant contre la force électrostatique F' qui attire le
diélectrique, F,,cc = —F.
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Forces sur un di électrique

La force électrostatique est par conséquent:

yy
dW
Fr = —
dx d.
d (1 0
= — | -CV
dx \2

La capacité est: \
C = E(Ziw (erl T Xem)

La charge totale, Q = CV, ne change pas quand le diélectrique est déplacé:

1 2

w - e
2 C’2

F = 1Q%dC — 1V2dC — _€0Xe’wV2
2C?2 dx 2 dx 2d

La force est négative, le diélectrique est attiré dans le condensateur.
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Forces sur un di électrique

Attention:

On a supposé que la charge ne change pas quand on tire sur le diélectrique.
On peut aussi connecter les deux plans a une batterie et tenir le potentiel
constant. Dans ce cas il faut inclure le travail fourni par la batterie:

dW dQ
dW = F,ec dx +V dQ — F=—— 4V~
dx dx
Maintenant la charge change, mais le potentiel est constant:
po _1pdC  pdC_10,dC exew
2 dx dx 2 dx 2d

Le résultat est donc indépendant de cette condition, il est entierement déterminé
par la disposition des charges libres et liées.
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Rappel: Equations de Maxwell et de Lorentz
Lois de Gauss et de Coulomb font partie des
lois fondamentales de I'électrodynamique:

Equations de Maxwell décrivent comment les champs électriques et magnétiques
sont produits:

VE=1p VB =0
VXE:—BB—? VXB:/,L()J—F[,L()E()%—IE
Electrostatique:
VE =1p VB =0
— — €0 — —
VXE=0 VXXB=0

Equations de Lorentz décrivent comment les champs électriques et magnétiques
agissent:

F=qQ (E + U X E)
Electrostatique:
F = QFE
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Le champ magn étique

Jusqu’ici on a considéré des situation statiques. Admettons maintenant que
les charges électriques sources soient en mouvement:

— Les charges électrigues en mouvement causent un champ magnétique.

— Ce champ exerce une force sur autres charges qui sont en mouvement, la
force de Lorentz.

— Remarquez que I'on a de nouveau réduit une action a distance a deux
actions locales: la création du champ et son action.

Ceci cause des forces entre conducteurs qui
n'ont pas de charge nette, pourvu qu’un cou-
rant court a l'intérieur.

La direction de cette force dépend de la direc-
tion des courants:

— attractive pour courants paralleles
— repulsive pour courants anti-paralleles

Demo 215
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Force magn étigue

L'expérience revele: | 1

— Le champ causé par le courant entoure le v
fil d’'une maniere circulaire. - -
— Les vecteurs de la vitesse des électrons F < / B

qui forment le courant, du champ

magnétique et de la force sont tous @@

orthogonaux, selon la regle de la main
droite.

Loi de Lorentz décrit I'action du champ magnétique:
Frag = q(5 x B)
Superposition d’'un champ électrigue et magnétique, action conjointe:
F =Q(E+¢xB)
Avant de considerer les sources du champ magnétique, regardons de plus
pres ses actions et les trajectoires qui en résultent.

Demo 212
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Mouvement de cyclotron

Mouvement d’une particule chargée dans un champ magnétique homogene,
B 1 v:
— La force centripede est fourni par le champ

magnétique:
2 V4
MY _ QuB
R %l
— Mouvement circulaire a rayon constant, en B N
fonction de I'impulsion p = mw: F V
p = QBR @ y
avec la fréquence cyclotron: X Q
QB
w = —
m

Si B n’est pas orthogonal a p, un mouvement parallele a B avec p) = const
s’additionne au mouvement circulaire avec R = R(p_).

Trajectoire résultante: hélice.
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Mouvement cycloidal

Une trajectoire plus exotique résulte si I'on ajoute un champ électriqgue ho-
mogene, E | B:
— Au début, la particule de charge Q
est au repos a l'origine.

—Le champ E laccelére, et une
force ¥ x B la dévie.

— A un certain point, la trajectoire de-
vient anti-parallele a FE et la parti-
cule est freinée.

— Le long de 'axe E x B, le mouve-
ment recommence.

Traitement quantitatif:

— Mouvement reste dans le plan (y,z), 7(t) = (0,y(t),z(t)).
— Vitesse: v = (0,9,2).
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Mouvement cycloidal
— Force électrique: QE = QEZ
— Force magnétique:

Q¥ x B) = Q

oo s
oL
S e

|

O

&

Loi de Newton:

F=Q(E+%x B) = Q(EZ+ Bzj — ByZ) = md = m (ijj + £2)
QBz = my : gE — QBy = mz

Avec la fréquence cyclotron w = QB /m:
(X ] L[] o0 (E .)
= Wz ; Z=Ww| = —
Yy B Yy

La solution est presque évidente: la dérivée deuxieme de y(t) reproduit la
derivée de x(t) a une constante pres, et similairement pour z et y:

E
y(t) = Cicoswt + Cysinwt + Et + C4
z(t) = Cycoswt — Cysinwt + C4
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Mouvement cycloidal

Les conditions initiales, x(0) = z(0) = 0 et £(0) = 2(0) = 0 déterminent
les constantes:
E
y(t) = —— (wt — sinwt)

wB

z(t) = wEB (1 — cos wt)

Si I'on définit R = E/wB on peut joindre les deux équations selon sin® wt +
cos’? wt = 1:

(y — Rwt)’ + (z — R)* = R?

Z
Cecl est la trajectoire d’'un point sur la peri-
phérie d’'un cercle qui roule sans glisser le
long de I'axe y avec la vitesse:
R=" y
v=whtTg 0 2TIR

Cette courbe est appelée une cycloide.
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Travail par les forces magn étiques

Pour déplacer une charge par une distance infinitésimale dl = @ dt le travall
fait par les forces magnétiques est:
AWpnag = Fpag - dl = Q (T x B) -5 dt =0

—

Ceci est évident, car ¥ x B L ¥ veut dire que (U x B) - v = 0 pour n'importe
guelle direction de v et B.

Par conséguent, les forces magnétiques n’effectuent pas de travalil.

Considerez un aimant qui souleve une charge magnétique. Le travail que cela
represente ne vient pas des forces magnétiques, contraire aux apparences!
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Le courant électrique

Le courant dans un fil est défini comme la charge par unité de temps qui passe
un certain point. Par définition, charges négatives qui passent vers la droite
comptent autant que charges positives qui passent a gauche. Ceci est d( au
fait physigue que les effets électromagnétiques dépendent du produit gv, in-
variant sous un changement simultané des deux signes.

Attention: cette symmeétrie nous permettra de traiter les anti-particules comme
des particules qui reculent dans le temps

Dans les metaux, ce sont les €lectrons qui bougent le plus facilement et par
conséquent sont responsables du courant. Mais ils bougent dans la direction
OppoOSée au courant par convention, parce-gque leur charge est négative. Notez
gue le conducteur reste inchargé, parce que autant d’électrons sortent d’'un
bout et entrent par 'autre.

L'unité du courant est 'Ampere, définit par un Coulomb par seconde:

C
1 =A=_
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Le courant électrigue dans un fil

Une densité de charge linéaire A qui court par un fil a une vitesse v constitue
un courant

I = \v

parce que un segment v dt, qui porte une charge Av dt passe le point d’ob-
servation dans une intervalle de temps dt. En réalité, le courant est donc un
vecteur

I =X0
dont la direction suit le fil.
La force magnétique qui agit sur un segment du fil est:
Fruag = [(TXx B) dg= [X(Tx B) dl = [(I x B) dl
Comme I|I, on peut écrire:
Frag = |1 (df X E)
Au cas typique ou le courant est constant le long du fil, cela se simplifie a
Frag = I/(dfx E)
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Exemple: | évitation magn étique

Une boucle de fil rectangulaire soutient une ® B
masse m. La partie supérieure de la boucle
passe par un champ magnétique homogene
B, normal a sa surface. Pour guel cou- :
rant I dans la boucle la force magnétique 1A I
compense-t-elle exactement la force gravita- a

i 2
tionelle” ﬁ m

Si le courant passe dans la direction indiquée, la force sur la partie supérieure
horizontale est :

Frog = IBa

Les forces sur les deux segments verticaux se compensent. Pour soutenir le
poids mg, Il nous faut un courant
mg

I = =
Ba
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La force magn étique n’effectue pas de travail?

Quand on augmente le courant au-dela de cette valeur critique, le poids sera
levé. Par conséquent I'énergie potentielle sera augmentée et un travail ef-
fectué. Mais ce ne peut pas étre la force magnétique qui fait ce travail!

Quand la boucle se déplace verticalement, la LUBA
vitesse ¥ des charges a l'intérieur du fil aquiert
une composante verticale w. Comme la vi-
tesse horizontale w reste la méme, la force Fmag qwB
verticale sur la boucle ne change pas: vV
Fooert = AawB = IBa u
q w

Mais la force magnétique sur les charges dévellope une composante horizon-
tale guB qui s’oppose au mouvement des charges. C’est contre cette force
horizontale que la batterie ou le générateur qui maintiennent le courant doivent
travailler. Mais c’est une difféerence de potentiel électrique qui effectue ce tra-
vail.

La force magnétique dévie la force électrigue d’'une direction purement hori-
zontale vers une composante verticale, qui fait le travail.
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Courants de surface

Un courant qui s’étend sur une surface
est décrit par la densité de courant su-
perficielle K.
L, dI
K

o dly
c’est a dire le courant par unité de lon-
gueur normale au flux des charges.

Si la densité locale des charge mobiles est o (7) et leur vitesse ¥(7), la densité
de courant est:

K (F) = o(F) 0(F)

La force magnétique sur un courant de surface est:

—

Fmag:/(ﬁxﬁ)ada:/<ﬁxﬁ> da

Attention: tout comme E est discontinu sur une surface chargée, B est dis-
continu sur une surface parcourue par un courant. Il faut alors utiliser le champ
moyen pour calculer la force.
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Courants de volume

Analogue aux charges, la distribution de courants la plus générale est celle qui
porte sur un volume:

Un courant qui s’étend sur un volume est
décrit par la densité de courant volumique J:
- dI

_daL

c’est a dire le courant par unité de surface nor-
male au flux des charges.

Si la densité locale des charge mobiles est p(7) et leur vitesse ¥(¥), la densité
de courant est:

J(7) = p(7) B(F)

La force magnétique sur un courant de volume est:

—

Frag =./<6X§>pd7':/<fx§> dr
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Exemples: courants de volume

Densité uniforme:

Un courant I soit distribué uniformement sur
un fil de section circulaire, avec rayon R. Quel
est la densité de courant?

La surface totale du fil, perpendiculaire au flux des charges, est wR?, et la
densité de courant:

I
J =
7 R?

Densité variable:

r dg Si la densité de courant varie proportionelle a la
distance r du centre, J = kr, on trouve la densité
de courant en intégrant J = dI/da:

2k R3
I = [(kr)(r dr do¢) :271'/0Rr2 dr = 5
31
J(r) = T
(r) 27w R3
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Equation de continuit &
Le courant qui passe par une surface en termes de la densité de courant:
I=[Jda, =[] dd
Pour une surface close, ceci est le flux de charge qui sort du volume:
s -dd = |, (VJ) dr
A cause de la conservation de charge, ce flux doit correspondre a la diminution
de la charge dans le volume:

/v<§j) dr = —jt/vpdT:—/v(CZ) dr

Comme ceci s’appligue a n’importe quel volume, on a une équation de conti-
nuité locale:

dp
dt

Si un flux net de charge sort par une surface close, la densité de charge dans
le volume inclus diminue en conséguence.

VJ = —

Les courants s’expriment en termes de charges ponctuelles, courants linéaires,
de surface ou de volume:

> 4% ~ figne L dl ~ Jsurface & da ~ folume J dT
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Courants continus

Les distributions de charges stationaires produisent des champs €électriques
statigues. De la méme maniere, les courants continus produisent des champs
magneétiques statiques et définissent la magnétostatique.

Par courants continus, on entend les flux constants, sans cesse, ni debut
ni fin, ou aucune charge ne s'accumule ni se disperse nulle part. Ceci est
evidemment un concept idéalisé, tout comme la charge stationaire.

Par la derniere caractéristique on voit que, pour courants continus, ona dp/9t =
0, et I'’équation de continuité devient:

— —

Vv

Charge stationaire — champ électrique constant:  électrostatique
Courant continu  — champ magnétique constant. magnétostatique

Une charge ponctuelle ne pouvant pas produire un courant continu, notre dis-
cussion des champs magnétiques — produits par les charges en mouvement —
commence directement avec le courant.
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La lol de Biot-Savart

Un courant linéaire continu I produit un
champ magneétique selon la loi de Biot-Savart:

Ix¥t dl’ x 7
aly ar =g

47’ r? 47 12
Ceci est I'analogue magnétique de la loi de

Coulomb pour I'électrostatique.

B(F) =

di
Le parcours de I'intégration suit le courant, dans la direction du flux. dl’ est un

element le long du fil, et r est le vecteur qui relie la source a I'observateur.
La perméabilité du vide:
_-N
[y = 4m 10 2

arrange les unites tel que B est en Newton/Ampere-metre, ou Tesla, comme

réclamé par la loi de Lorentz:
N
B]=T=_—
Am
Le principe de superposition s’applique: une collection de courants cause un

champ qui est la somme vectorielle des champs individuels.
8.18
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Exemple: champ magn étique d’un fil droit

Trouver le champ magnétique a une
distance s d’'un long fil droit qui porte
un courant continu 1.

Le vecteur infinitésimal (dI’ x T) pointe hors de la page, avec magnitude

1 cos?@
dd ; s=rcosf — — =

I'2 82

) cos 0 dO

dl’ sina = dl' cos@ — dl’ =

cos2 0

dl_; X r I cos2 6 S
0 l HO

r2 cos2 0

I
= 912 cos 0 dO = HOS (sin 62 — sin 6)

47 s
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Exemple: champ magn étique d’un fil droit

Champ d’un fil de longueur finie:
1
B = HoZ (sin O3 — sin 6,)
47s
Un fil infiniment long correspond a
0, = —m/2, 0, =m/2:
pol
27Ss

B =

La direction du champ est tangentielle a un cercle autour du fil, selon la regle
de la main droite.

Notez que le champ magnétique est inversément proportionel a la distance,
tout comme le champ électrique d’une charge linéaire.
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Exemple: champ magn étique d’un fil circulaire

Trouver le champ magnétique a une distance z sur I'axe centrée d’'une spire
circulaire de rayon R, qui porte un courant continu 1.

Le champ dB qui vient du segment di’ est
orthogonal a . En intégrant autour du spire,
dB décrit un cone. Les composentes horizon-
tales se compensent, les composantes verti-
cales s’additionnent a:

pol dl’ cosO
B(z) = /

41 r?2

I 0
T (€050 3

47 r2
pol R?

2 (R2 + 22)3/2

Demo 210
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Biot-Savart pour courants de surface et de volume

Pour une densité de courant de superficielle K, la loi de Biot-Savart est:

. K(™) x T
B(7) :ZO/ ( Z " da/
7T r

Pour une densité de courant de volume J on a:

p,o/f(fF")Xf"’d

B(7) =
( 47 r2

On pourrait étre tenté de conclure que, pour une charge ponctuelle, on pourrait
ecrire

mais ceci est faux! La raison est qu’une charge ponctuelle ne peut en aucun
cas causer un courant continu, par conséquent la loi de Biot-Savart n’est pas
applicable.
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Rappel: équations de Lorentz et Biot-Savart

Les equations de Lorentz décrivent comment les champs électriques et magné-
tigues agissent:

Un courant linéaire continu I produit un
champ magnétique selon la loi de Biot-Savart:

er dl’><r

By = )", dl=1"1]"

41 r2
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Rappel: champ magn étique d’un fil droit

Champ d’un fil de longueur finie:
1
B = HoZ (sin O3 — sin 6,)
47s
Un fil infiniment long correspond a
0, = —m/2, 0, =m/2:
pol
27Ss

B =

La direction du champ est tangentielle a un cercle autour du fil, selon la regle
de la main droite.

Notez que le champ magnétique est inversément proportionnel a la distance,
tout comme le champ électrique d’une charge linéaire.
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Champ magn étique des courants lin éaires

Le champ magnétique d’'un courant continu dans un
fil droit infiniment long a évidemment un rotationnel.
Le long d’'un parcours circulaire normal au fil et centré
sur lui, on a:

L. I I
(Bdii= {50 a1 = % q = por
27Ss 27S

Cette intégrale est indépendante du rayon s du parcours: la circonference aug-
mente « s, le champ diminue < 1/s. En effet le résultat est correct pour
n'importe quel parcours autour du fil. En coordonnées cylindriques:

L. ool 1 T
IBdi=""1"sdp = " > dp = pol
2w 8 27

Ceci est basé sur le fait que le parcours fait juste une fois le tour du fil. Si on
avait fait deux tours, I'intégrale porterait sur l'intervalle de 0 a 4 etc.

Si, par contre, le parcours n’incluait pas le fil, ¢ varierait de ¢; a ¢, et retour-
nerait a ¢, donc ; d¢ = 0.
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Champ magn étique des courants lin éaires

Si I'on a affaire a un faisceau de fils droits infiniment |
longs, ceux qui passent par la surface entourée par le

parcours contribuent uol;, ceux a I'extérieur ne contri-

buent pas.

L'intégrale le long du parcours donne:

ou I, est le courant total des fils qui traversent la sur-
face, et J une densité équivalente de courants conti-
nus.

En appliguant le théoréme de Stokes on trouve

On est tombé ainsi sur la loi d’Ampere générale qui décrit le rotationnel du
champ magnétique si E est constant. Malheureusement, il n’est pas possible
de décrire toutes les distributions de courants par une collection de courants
dans des fils droits infiniment longs. Notre raisonnement doit par conséquent
étre géneraliseé.
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La divergence du champ magn étique

On va dériver la loi générale directement de la loi de Biot-Savart:

_ J(#) X T
B(7) = Ho / (") dr’
47 r?
La formule décrit le champ B(7), en termes d’une intégrale sur une distribution

de courants J ("), avec la distance ¥ = # — + entre courant et observateur.

On appligue la divergence par rapport a 7

vB = P e 0@ x 1| ar
47 r2
r r r
=0
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Le rotationnel du champ magn étique

On appligue le rotationnel par rapport a 7

— — — — %
VxB:&/Vx (7) x —| dr’

47 12

Vx| J(@) x| =J ;—(J )r—2

ou I'on a supprimé tous les termes avec une dérivée de J (') par rapport a .

Le deuxieme terme donne une intégrale zéro (a prouver soi-méme, voir Griffith
p.224). Le premier terme invoque la divergence du champ central calculée
dans la lecon 2:

— L 3 —
\% [1‘2] = 47d°(T)
On reproduit par conséquent le résultat obtenu pour les courants linéaires:
V x B = i‘“ [ J(#)amd3 (7 — @) dr' = poJ (7)
7T

maintenant sans restriction sur la densité de courant.
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La loi dAmp ere

Dans I'électrostatique, la loi de Gauss, dérivée de la loi de Coulomb, identifie
la densité de charge comme la source de la divergence du champ électrique.
Dans la magnétostatique, la loi d’Ampere, dérivée de la loi de Biot-Savart,
identifie les courants comme la source du rotationnel des champs magnétiques.
Elle est valable pour des courants continus arbitraires.

Sa forme différentielle est:

6 X E = [Lof \‘dl*
Sa forme integrale suit en utilisant le theoreme de Stokes:
[(VxB)da={Bdi=p/Jda
j’éB’ df: I«LOIznc
ou I'intégrale porte sur le parcours qui entoure la surface, et I;,,. est le courant
total qui traverse la surface.

+] -1

La direction positive des courants et le sens du parcours sont donnés par la
regle de la main droite. Pour des configurations de courants présentant une
certaine symmeétrie, la loi d’Ampere est I'outil idéal pour le calcul du champ
magnétique.
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Exemple: champ magn étique d’un long fil droit

Trouver le champ magnétiqgue a une distance s d’'un long fil droit qui porte
le courant I. On a déja resolu ce probleme en lecon 8 en utilisant la loi de

Biot-Savart.

Avec la loi dAmpere le calcul est
considérablement simplifé. Nous savons
gue le champ aura une direction tangentielle
a un cercle de rayon s autour du fil, et que
par symmetrie sa magnitude sera constante
autour d’'un tel cercle. Par conséquent nous
choisissons un cercle comme parcours
d’intégration :

fﬁ dl = E}f dl = 27sB = poline = pol
pol

27Ss

B =

Université de Geneve
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Exemple: champ magn étique d’'une couche de courant

Trouver le champ magnetique d’un plan infini qui porte la densité de courant
K = K&.

La loi de Biot-Savart nous indique que B doit étre or-
thogonal a K. llna pas de composante le long de
z, par symmeétrie, mais pointe dans la direction —y
dans I'hémisphere z > 0, et vers +y pour z < 0. A

cause de I'étendue infinie du plan, sa magnitude doit
étre constante.

A

Z A cause de ces propriétés, nous choi-
sissons un parcours d’intégration rec-
— tangulaire parallele aux axes des co-

dre

K ordonnées:
'__7% y fB’ df = 2Bl = polinc = poKlI
B —(po/2)Ky forz >0
x I +(mo/2)Ky forz <0

Notez que le champ est indépendant de la distance du plan, comme le champ
électrique d’une surface uniformement chargée.
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Exemple: Champ magn étique d’'un long sol énoide

Trouver le champ magnetique d’'une tres longue bobine
solénoide qui contient n spires par unité de longueur, tres
pres I'un de l'autre, sur un cylindre de rayon R et qui porte
un courant continu 1.

La spécification que les spires sont proches nous per-
met de les traiter comme circulaires, et d’ignorer ainsi
la minuscule composante du courant le long de I'axe du
solénoide. Par conséquent nous traitons uniquement le
courant circulaire.

UUUUUUUUUUUUUU*

_*ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ

Considérons d’abord la direction du champ magnétique:

— Le champ n’a pas de composante radiale, car si B, existait, un renver-
sement du courant renverserait sa direction. Mais une telle opération est
équivalente a tourner la bobine de 180°, qui doit laisser B, invariant. La
composante radiale doit par conséquent étre zéro, B, = 0.
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Exemple: Champ magn étique d’'un long sol énoide

— Le champ n'a pas de composante tangentielle non
plus, car un parcours circulaire normal a I'axe n’inclut
pas de courant:

fﬁdl_’: ZWSqu:[LOIinC:O — B¢:0

N

S//
~

D

~_

— 1l en suit que B pointe dans la direction de I'axe du solénoide, i.e. seul
B. # 0. Par la regle de la main droite, nous attendons qu’il pointe de la
sortie du courant vers I'entrée a l'intérieur de la bobine, et inversément a

I'extérieur. En plus, le champ tend vers zéro tres loin de la bobine.

==

Nous calculons la magnitude du champ en utilisant des
parcours rectangulaires dans un plan qui inclut I'axe du
solénoide. Le parcours 1 est completement hors de la bo-
bine et n’inclut aucun courant:

fBdl = [B(a)— B(b)]L=0 — B(a)= B(b)

une bobine infiniment longue.

b

—
\l’_//
e
w

=

:

&
="

Comme B tend vers zéro pour a,b — oo, il en suit que le champ vaut zéro
partout a I'extérieur de la bobine. Ceci est du au fait que nous avons supposé
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Exemple: Champ magn étique d’'un long sol énoide

3 b

Le parcours 2 inclut enfin du courant: g "

¢ B dl = BL = polip. = ponlL ==

AN AN . 7 . v
et nous donne un champ homogene a l'interieur de %% I L
la bobine: ——F
. | 2 1
5_[wnIZ  s<R —_—

0 s> R ‘
Demo 210/211

En analogie avec la loi de Gauss nous constatons que la loi dAmpere est
toujours valide mais pas toujours utile. Elle nous permet de calculer trés rapi-
dement des champs magnétiques si les courant suivent:

— des lignes droites infiniment longues
— des plans infinis
— des solénoides infinis
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Exemple: Champ magn étique d’'un toroide

Imaginez un long solénoide courbé et refermé sur lui-
méme en anneau. Une telle bobine est appellée un
toroide. La section d'une telle bobine n’a pas besoin
d’avoir une forme spécifique, tant que la forme reste
constante autour de P'anneau. Il en suit que le champ
magnétique d’une telle bobine, B, est tangentiel a |'axe
de l'anneau a l'intérieur de la bobine et zéro partout a Demo 210
I'extérieur.

Le champ est tres facilement calculé avec un parcours circulaire autour de
I'axe de I'anneau. Pour un parcours a l'intérieur de la bobine on a:

B dl = 2wsBy = poline = poNI

= ko NI N intar :
B() = | 2ns @ a l'intérieur de la bobine

27s

0 a I'extérieur de la bobine

ou IN est le nombre total de spires de la bobine.
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Rappel: Equations de Maxwell et de Lorentz

Les équations de Maxwell décrivent comment les champs €électriques et magnétique
sont produits:

VE = lp VB = 0
6XE_’:—%—€ VXBZ[,L()J—F[,L()E()%—IE
Electro- et magnétostatique:
VE = 1p (loi de Gauss) VB =0
VxE=0 V X B = poJ (loi d’Ampére)
E

Equations de Lorentz décrivent comment les champs agissent:
F =Q(E+7xB)
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Le potentiel vecteur magn étique

'équation de Maxwell V x E = 0 nous a permis d'introduire le potentiel
électrique,

E =-VV
Un champ qui decoule d’'un potentiel scalaire est automatiguement sans rota-
tionnel, parce que V X (VV) = 0. On rapelle que le potentiel électrique a
une ambiguité importante: nous pouvons additionner n’importe quelle fonction

scalaire a gradient zéro (c’est a dire n'importe quelle constante) sans changer
le champ et la trajectoire résultante.

Comme VB = 0, nous introduisons un potentiel vecteur A pour le champ
magneétique:

B=VxA
Un champ qui découle ainsi d’'un potentiel vecteur est automatiquement sans
divergence, parce que V(V x A) = 0.
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Le potentiel vecteur magn étique

Appliquons la loi d’Ampere magnétostatique:
VXB=Vx(VxA)=V(VA) - VA = poJ

Le potentiel vecteur magnétique a lui aussi une ambiguité: nous pouvons ad-

ditioner n'importe quelle fonction sans rotationnel, le champ magnétique (et

la trajectoire) ne changeront pas. On peut utiliser cette liberté de jauge pour
éliminer la divergence de A:

VA =0
Pour démontrer ceci, Supposons que NoUs commencons avec un potentiel Ag

gui a une divergence non-zéro, et que I'on additionne le gradient d’'une fonction
A arbitraire, A = Ag + V!

VA = VA, + VA
Le nouveau potentiel est sans divergence si:

V2\ = —VA,
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Le potentiel vecteur magn étique

La condition V2\ = —V A, est analogue a I'équation de Poisson

vy = _F

€0

pour une “source” V A,, et nous connaissons la solution (si V. — 0 pour
r — 00).
1 1 VA
(Par - A= 0ar
4mTey” T 47 r

V =

Par conséquent il est toujours possible de jauger le potentiel A tel gue sa
divergence soit zéro.

Dans cette jauge, la loi d’Ampere devient:
V(VA) — VA
VZA

Il

5
IS
N
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Le potentiel vecteur magn étique

Ce sont trois équations du type Poisson pour les trois dimensions. En coor-
données cartésiennes:

VZA = (V2A,)Z + (V2A) T + (VAN Z = —poJo® — pody g — poJ.z

VzAw — _,U'OJ:I:
V2Ay —/,L()Jy
V2Az — _I«LOJz

Sous condition que la densité de courant tend vers zéro a l'infini, les solutions
sont:

S J (7
Ay = Mo T g
41
Pour les courants de surface et linéaires, on a:
. K s [ I
A= 2gqe  A=F T ar = “" / dl
4T T

Ces solutions suggerent que la direction du potentiel vecteur suivra générale-
ment la direction du courant. Si tous les courants ont la méme direction, A est

méme strictement parallelle a J.
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Le potentiel vecteur magn étique

Les potentiels électriqgues et magnétiques forment un quadrivecteur:

A”=(V£C)

En théorie des champs quantiques, c’est ce vecteur qui représente la fonc-
tion d’'onde du photon et qui transmet les forces électromagneétiques. Il a les
mémes propriétés sous transformations de Lorentz que le vecteur de I'espace-

temps:
xt = (Cf)
T

Par conséquent, son carré est invariant sous transformations de Lorentz et
reste indépendent du systeme inertiel. En effet, c’est en étudiant I'électrody-
namique des charges en mouvement qu’Einstein a découvert la relativité res-
treinte.
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Courant, champ et potentiel magn étostatique

Griffith, figure 5.48, page 240
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Conditions de (dis-)continuit € magn étostatique

Le champ électrique est discontinu sur une surface chargée. Le champ magnétique
est discontinu sur une surface qui porte un courant, mais cette fois c’est la
composante tangentielle qui change.

Comme la divergence de B est zéro, B
on a sous forme intégrale:

B da = 0 -
N . . . K
Pour une boite mince qui se trouve a /
cheval sur un courant de surface, ceci Bdgssous

veut dire que
BT = B

dessus dessous
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Conditions de (dis-)continuit € magn étostatique

Pour la composante tangentielle, la loi
d’Ampere pour une spire rectangulaire
nous donne:

I %B dl - (Bdessus dessous)l
Bdus — HOIznc — /,L()Kl
Bclilessus _ Bclilessous — HOK

C’est donc la composante de B parallele a la surface et perpendiculaire au
courant qui est discontinue. Une spire parallele au courant nous revéle que la
composante parallele est continue, comme la composante normale a la sur-
face:

»1] 1l - > X
Bdessus Bdessous o (K X ’I’L)

ou 7z est un vecteur unitaire normal a la surface, et qui pointe vers I’lhémisphere
“dessus”.
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Le développement du champ magn étique en multip 0Oles

En analogie avec le cas électrostatique, un
développement en multipéles du champ magnétique
sert a déterminer un champ approximatif loin d’'une
distribution de courants. On écrit le potentiel en
termes de puissances de 1/r. Si la distance est
suffisemment grande, le premier terme non-nul du
développement suffira pour caractériser le champ.

En lecon 5 on avait trouvé le développement de la distance entre source et
observateur en termes des polynomes de Legendre:

1 1 1 %o (T,)nP ( 0/)
— = = — — n (COS
r Vr2+ 712 —2rr’cos@  rn=0\r
Le potentiel vecteur peut par conséquent étre écrit comme
A(r) = —¢—dl — r'"P,(cos8") dl
(7) 471'%1' 47Tn0r"+17{ ( )
kol 1 1

— dl_’—l— rcostl_'—l— r'? cosH——dl_’—l—---
2

471

Encore une f0|s, nous appelons le premier terme monopole, le deuxieme dipodle,
le troisieme quadrupdle etc.
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Le champ magn étique dipolaire

Il s’avere que le terme monopdle est toujours zéro, parce que l'intégrale cor-
respond au courant total intégré autour d’'un parcours clos:

I{dil ={dl' =0
Ceci reflete le fait que des charges magnétiques n’existent pas, VB =0.
Normalement, le terme dominant sera alors le dipole magnétique:

pol
4772
En termes d’'un moment magnétique dipolaire m:

Adip(T) = @
m I/da=Ia I\s

Nous avons noté par a la surface vectorielle, c’est a dire un vecteur normal,
dont la longueur est donné par la surface. La direction du moment magnétique
est défini par la regle de la main droite.

Agip(7) = 1 cos 0'dl’
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Le champ magn étique dipolaire

Le moment magnétique dipolaire dépend uniguement des caractéristiques du
courant, il est indépendent du choix de I'origine. Souvenez vous que le moment
dipolaire électrique était indépendent de I'origine uniquement si la charge to-
tale était zéro. Dans le cas magnétique ceci est toujours le cas.

Encore en analogie avec ['électrostatique, il existe une

limite dans laquelle le potentiel du terme dipolaire m
magneétiqgue n’est pas seulement une approximation du

potentiel total, mais exacte. Cette limite est celle d’'une @
boucle infinitésimale qui porte un courant infini, avec le S

produit de la surface et du courant constant, pour donner |
un moment m = al constant.

En application pratique, I'approximation dipolaire est bonne quand la distance
est grande comparé a la taille caractéristique de la boucle.
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Le champ magn étique dipolaire

Nous calculons le champ magnétique d’un dipole pur, situé a I'origine et poin-
tant dans la direction de I'axe z. Le potentiel et le champ a un point ¥ =

(r,0,¢) sont:

Agip(7)

Bip(7) =

=N oy

Lo M sin 0 =~

4T  r?

— — ™m

Oox A=
47rs

w1 6

.\"

L4
s+ ¢

&
e

Griffith, figure 5.55, page 246

(2 cos 7 -+ sin 95)

.\ !

Ceci est identiqgue a la forme du
champ électrique dipolaire (voir legon
5) loin du dipdle. Evidemment, pres
du dipble, le champ magnétique d’'une
petite boucle est different du champ
électrique d’un petit dipble électrique!
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Rappel: Equations de Maxwell et de Lorentz

Les équations de Maxwell décrivent comment les champs €électriques et magné-
tigues sont produits:

VE = lp VB = 0
VXE:—%—f VXBZ[,L()J—F[,L()E()%—IE
Electro- et magnétostatique:
VE = 1p (loi de Gauss) VB =0
VxE=0 V X B = puoJ (loi d’Ampére)
E

Equations de Lorentz décrivent comment les champs agissent:
F =Q(E+7vxB)
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Rappel: courant, champ et potentiel magn  étostatique

Griffith, figure 5.48, page 240
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La lol d’Ohm

Pour faire circuler un courant, une force doit étre appliquée pour faire bou-
ger les charges. Pour la plupart des matériaux, la vitesse des charges, et par
conséquent la densité de courant sera proportionelle a la force f par unité de
charge:

J=of

avec la conductivité o. Son inverse est la resistivite p = 1/o. Il ne faut pas
confondre ces deux quantités avec les densités de charge volumique et super-
ficielle malheureusement notées avec les mémes symboles.

Conducteurs  Résistivité [(2m]  Semicond./Isolateurs Reésistivité [2m]
Argent 1.59 X 10~%| Eau de mer 4.4 x 10~2
Cuivre 1.68 x 108 | Germanium 4.6 x 1071
Or 2.21 x 10~8 | Diamant 2.7
Aluminium 2.65 x 10~ Silicium 2.5 x 10°
Fer 9.61 x 107®

Mercure 9.58 X 10~ | Eau pure 2.5 X 10°
Nickel/Chrome 1.00 x 10~° Bois 10% — 101
Manganése 1.44 x 1079 Verre 101% — 10

Handbook of Chemistry and Physics, CRC Press 1997
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La lol d’Ohm

Les métaux sont excellents conducteurs, une minuscule force suffit pour faire
circuler un courant. Cette force peut en principe étre de n'importe quel nature.
Pour ce cours, on considere la force électromagnétique:

J = o(E+%xB)
On verra que la vitesse des charges est relativement petite, et sauf s’il y a
des importants champs magnétiques externes, la densité de courant suit la loi
d’Ohm:

J = oE

Dans la discussion de I'électrostatique on avait constaté, que le champ électri-
que était zéro partout dans un conducteur, par conséquent J = 0. Ici, dans le
cas non-statique, ce n’est pas le cas, parce qu’on permet a un flux de charges
de s’établir, et on maintient le champ électrique par I'extérieur. Pour un conduc-
teur idéal tout de méme, o — oo et le champ a l'intérieur du conducteur est
négligeable méme si un courant passe. Pour cette raison on traite souvent les
conducteurs qui amenent un courant, par exemple dans un circuit électrique,
comme des équipotentiels. Les résistances, par contre, sont fabriquées avec
un matériau de faible conductivite.
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Exemple: R ésistance cylindrique

Une résistance cylindrigue de section a et longueur [ est fabriqué avec un
matériau de conductivité o. Si le potentiel est constant sur la section a chaque
extrémite, et si la difference de potentiel est Vy, quel est le courant qui passe?

Nous calculons le potentiel, qui suit une équation de Laplace. Si nous le spéci-
flons sur toutes les surfaces, ou si nous spécifions sa dérivée normale, le
potentiel sera connu partout.

Mettons V' = 0 pour la section a gauche et X
V = V4, a droite. Sur la surface cylindrique, :
\VA

onaJ- i =0, parce le seul courant passe de -
gauche a droite. Par conséquent, E - # = 0, V=0 :
et 8V/8n = 0. yoo |
Un potentiel qui respecte ces conditions aux bords est:

Voz

V(z) =
Le théoreme d’unicité garantit que ceci est la seule solution. Le champ est

uniforme et le courant est continu:

= - \ ga
E=—VV=—Tz — I:Ja:aEa,zTV
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La lol d’Ohm

Cet exemple suggere que le courant d’une électrode a l'autre sera normale-
ment proportionnel a la différence de potentiel entre eux:

V = IR

Ceci est une forme plus familiere de la loi d’Ohm, avec la résistance R comme
constante de proportionalité. La résistance dépend de la géométrie et des
propriétés du matériau. Elle est mesurée en Ohm:

\Y

R = Q=

A
Cette formule résulte directement de J = o E, et hérite de la condition que
tout effet magnétique doit étre négligeable. Démo 190

Pour courants continus et conductivité uniforme, on a;:

VB = 'VJi=o0
(o
et 9p/O0t = 0, ce qui veut dire que p = p(t = 0) = 0. Toute charge
résiduelle doit résider sur les surfaces, et la loi de Laplace regne a l'intérieur
d’'un matériau ohmigue homogene.
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La loi d’Ohm: Pourquoi marche-t-elle?

Que la densité de courant soit proportionelle au champ électrique, et le courant
au potentiel, est étonnant. Pour des particules chargées libres, ceci n’est pas le
cas: si le champ est constant, leur vitesse aumente constamment. La densité
de courant pv n’est donc pas du tout constante.

/ o

Mais lintérieur d'un conducteur 3

AL f
ressemble plutdt a un gaz dense Ao .
et chaud d’électrons dans un X /& .

champ extérieur. Les électrons i A
- \ o e
sont en mouvement thermique, g S
avec une vitesse v; qui dépend de \ /’, L
la température et qui excede lar- _ / & /
. . B > \ /
gement la vitesse moyenne vy, in-
. ’ . (a) Average electron velocity = 0 (b} Average electron velocity = =
duite par le champ electrique. i oo

_ _ _ _ Pt{rcell, Fig. 4.5, p. 123 _ o
Apres une certaine distance moyenne J, ils interagissent avec les ions positifs

du métal et sont freinés. Ceci laisse un temps moyen de t = \/v; entre
deux collisions. Pendant ce temps, les électrons sont accéléres par le champ
électrigue a une vitesse de dérive moyenne:

at qFEt g\ E
v p— pu— = —
¢ 2 2m 2M v
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La loi d’Ohm: Pourquoi marche-t-elle?

Comme pour les gouttes de pluie dans 'atmosphere, les forces dissipatives
causent une vitesse constante. Avec une densité p d’électrons mobiles, la
densité de courant dans ce modele est

. E

J = pqug x —

Uy

Ce modele est certes naif mais il prédit correctement la loi d’Ohm et le fait
gue normalement la conductivité diminue avec une température qui augmente.
Ceci est d au fait gu'une plus grande température augmente v; et diminue le
temps entre collisions.

Un résultat de toutes ces collisions est qu'une partie de I'énergie électrique
est convertie en chaleur. Le travail par unité de charge est V et la charge par
unité de temps est I, par consequent la puissance délivrée est:

V2
P=VI=I’R=
R

Cette loi s'appele la loi de Joule. Lunité de cette puissance est [P] = Watt si
I'on met I en Amperes (ou V en Volts) et R en Ohms.
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La force électromotrice

Dans un circuit électrique le courant est le méme par- |
tout, parce gqu'aucun élément ne peut stocker ni livrer a

des charges. Ceci veut dire que tous les charges dans —— R
les divers conducteurs et résistances sont en mouvement Vb
continu et pratiguement synchronise. |

f |5 Le flux des charges est lissé par la force électrostatique due a

la densité des charges mobiles: si les charges s’accumulent a un
* E  endroit, leur champ retarde le flux des suivantes et accélére celui

J::¢+ des charges en avance. Il en suit que deux forces (par unité de
+$ - charge) agissent:
f=Ff+E
f | la force fournie par la source, f., et I'électrostatique, E.
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La force électromotrice

La source du courant peut étre de nature tres diverse. Exemples:

— la force chimique a l'intérieur d’une batterie,

— la pression mécanique sur un crystal piézoélectrigue,

— la difféerence de température qui agit sur un thermocouple,
— la lumiere qui touche une cellule photoélectrique etc.

L'effet moteur de la source est exprimé par I'intéegrale autour du circuit:

= {fdl={(fe+E)dl={f dl
£ est appelée la force électromotrice (fem), mais sa dimension est celle d’'un
travail par unité de charge et non pas d’une force.

Dans une source de courant idéale, sans résistance in-

terne, la force nette sur les charges est Zéro, c’'est a dire a |

E = —f.. La difference de potentiel entre les deux poles  _—" R

a et b est par conséquent: Vb
V=—-PEdi=/[fidl={fd=E&E |

Le role de la batterie est de maintenir la difference de potentiel et de fournir la

fem. Le champ électrique résultant pousse les charges autour du circuit.
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Le mouvement comme source de fem

Le mouvement mécanique est la source de b
fem par excellence. Dans les générateurs Vv

I’énergie mécanique est exploitée en poussant X h RI—»
un fil a travers d’un champ magnétique, qui est B
normal a la direction du fil. o a

Pour une spire rectangulaire, qui est déplacée vers la droite avec une vitesse
v, les charges mobiles dans le segment a — b sentent une force magnétique
verticale, f,,, = quB. Cette force génere un courant dans le sens opposé a
I'aiguille d’'une montre. La fem est:

£ = § fm dl = vhB

Les segments horizontaux ne contribuent pas, parce que la force est normale
au fil.

Notez que l'intégrale autour du circuit est effectuée a un instant précis du
temps, t = const. Ceci veut dire que dl est vertical bien gue la spire soit en
train de passer a droite. Par conséquent, ce n’est pas le champ magnétique
qui fournit le travail pour pousser les charges, mais la force qui tire sur la spire
(voir lecon 8).
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Le mouvement comme source de fem

Il y a une maniere particulierement élegante d’exprimer la fem dans une spire
en mouvement. Le flux magnétique ® qui traverse la spire est:

b
¢ = | Bda
| ! < | orpt
Pour la spire rectangulaire le flux est _
B
¢ = Bhx o @
En déplacant la spire vers la droite (dx /dt < 0), le flux diminue:
dd dx dd
—— = Bh— =—-—Bhv — &=—
dt dt dt

Ceci est connu comme la regle du flux, et peut étre appliqgué a des spires de
n'importe quelle forme. En effet la spire n’a méme pas besoin de maintenir sa
forme. Démo 240/241

Comme d’habitude, le signe de la fem, comme celui du flux, est donné par la
regle de la main droite. Le sens du courant définit la direction de dda, le reste
en suit.
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(Contre-) Exemple: Disque en rotation

Parfois le racourci par la regle du flux ne peut pas étre appligué et on doit
calculer directement avec la force de Lorentz. Ce sont les cas ou le parcours
du courant n’est pas précisement défini. Un exemple est le dynamo.

Un disque métalligue de rayon a tourne avec B T

une vitesse angulaire w autour d’'un axe pa- 0
ralléle & un champ magnétique homogeéne B. @

Un circuit connecte I'axe avec la circonférence a

du disque par une résistance R. Trouver le ¢ |
courant dans le circuit.

R

La vitesse d'un point sur le dique a distance s de I'axe est v = ws. La force
par unité de charge est fm — ¥ x B = wsB3. La fem et le courant sont:
wBa? E wBa?

gzamd:BadI ;I:—:
Jo fmds = wB |, s ds 5 R R

Les courants induits de ce type s’appelent courants de Foucault. lls sont diffi-
ciles a calculer, mais faciles a mettre en evidence qualitativement.

Démo 246
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Induction

En 1831 Michael Faraday rapportait une série d’expériences, dont trois types
peuvent étre distingées:

(a) Une spire est tirée a travers un champ magnétique. Un courant passe par

le circuit.
(b) La spire reste immobile, mais le champ est déplacé en tirant sur I'aimant.

Le méme courant en résulte.
(c) Spire et aimant restent immobiles, mais la magnitude du champ est variée.
Encore une fois un courant passe. Démo 240

(a) (b) ()
|>— |>— |>—

B B(t)

-V

Pour les deux premiers cas, I'explication est claire: le mouvement fait changer
le flux magnetique inclus dans la spire, et induit ainsi une fem £ = —%. Pour

ceci seul le mouvement relatif compte.
10.14 M. Pohl
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La loi de Faraday

Sans mouvement de spire ou aimant, il n’y a pas de force de Lorentz sur les
charges mobiles du conducteur. La force qui fait passer le courant doit par
conséquent étre de nature électrique. Faraday proposait alors qu'un champ
magnétique variable induit un champ électrique. En effet I'expérience quanti-
tative trouve gu’encore une fois la fem est entierement donnée par le change-
ment du flux:

d® B

—— =—/-—da

dt

Par conséquent I'expérience trouve la loi de Faraday, sous sa forme intégrale
et différentielle:

£ =fEdl =—

—

Lo 0B . OB
fEdi=—[—dda ; VXE=——

ot ot
Elle compléte la loi électro- et magnétostatique ¢ E dl = 0 en admettant des

champs magnétiques variables. Elle crée des champs électriques rotationels.

La facon dont le flux change n’est pas importante, seule la vitesse du change-

ment importe. La fem est toujours donné par € = —‘fi‘f.
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La regle de Lenz: 'anneau qui saute

Dans le cas du champ magnétique variable, la direction du champ peut poser
probleme. La regle de Lenz peut aider a la déterminer: la nature s’oppose au
changement du flux magnétique. Selon cette regle, le courant induit essaye de
réduire le changement de flux par son propre flux magnétique.

Exemple:

Soit un anneau métallique coaxial avec un
solénoide débranché. Quand on branche le cou-
rant du solénoide, I'anneau saute violemment
dans la direction du champ.

Avant de brancher le courant dans le solénoide,
le flux qui passe par I'anneau est zéro. Apres
gu’un flux vers le haut apparaisse, sa fem induit
un courant de direction opposée a celle du cou- T
rant dans I'aimant. Les deux courants opposés se
repoussent et 'anneau saute.

ANANANANANANANANAWANANWANA
VAVAVEVEVEVEAVEVEVAVEVEVEVAV

i
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Le champ électrique induit

Il y a donc deux manieres de générer un champ électrique:

— par une distribution de charge selon la loi de Gauss:

— — ]_
VE = —p
€0
— par un champ magnétique variable, selon la loi de Faraday:
B
ot
En absense de toute charge, les équations de Maxwell deviennent en effet
completement symétriques:

VXE = —

VXE=—— ; V X B = pgJ

VE = ; VB =0

Les champs électriques induits par —8§/8t ont par conséquent les mémes
propriétés que les champ magnétiques causés par une densité de courant

pod .
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Le champ électrique induit

En particulier, si la symétrie du systeme le permet, nous pouvons utiliser les
astuces de la loi d’Ampere sous sa forme intégrale:

]{B’ df: [,LOIan
qui se présente ici comme la loi de Faraday sous sa forme intégrale:

I
JEdi = ——
dt

et le changement du flux magnétique par unité de temps prend le réle du
courant enlacé.

Université de Geneve 10.18 M. Ponhl



Exemple: champ variable dans r égion circulaire

B
Un champ magnétique uniforme pointe vers le

haut, et remplit une région circulaire. Si B change
avec le temps, quel est le champ électrique?

-

S

E pointe dans une direction tangentielle, tout comme le champ magnétique
d’'un courant linéaire. Intégrant le long d’'un cercle de rayon s, on obtient avec
la loi de Faraday:

- - dd d dB
Edl=E2nrs) = — = — (ws?B(t)) = —7ws*
- sdB ~
EF =
2 dt

Si B augmente avec le temp, E — vu du dessus — tourne dans la direction des
aiguilles d’'une montre.
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Magn étostatique avec champ variable?

Dans les arguments de cette section, on a fait intervenir une petite fraude: le
champ magnétique est variable, mais on a tout de méme appliqué I'appareil
magneétostatique — c’est a dire les lois d’Ampere et de Biot-Savart — pour les
calculer. Par conséquent, les résultats sont des approximations, d’autant plus
exactes que le changement du champ est petit et que I'observateur se trouve
proche de la source. On appelle ce régime quasistatique.

En pratique, les corrections sont négligeables sauf si le champ varie d’'une
maniere extremement rapide. C’est uniqguement quand on parle d’ondes électro-
magneétiques et de la radiation, gu’il faut se faire des soucis sérieux concernant
la violation du régime quasistatique.
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Exemple: champ variable d’un fil infiniment long

Un fil infiniment long porte un courant I(t) variant lente- ‘ ‘
ment. Déterminer le champ électrique induit, en fonction i S| |

de la distance s du fil. -

Dans I'approximation quasistatique, le champ magnétique est tangentiel a un
cercle autour du fil:

- I(t)~
B:NO()¢
27Ss

Comme le champ magnétique d’un solénoide, le champ électrique induit est
parallele a I'axe. Un parcours d’intégration rectangulaire donne:

o o d o
$E dl = E(so)l—E(s)l:—dt/B da

ldl .1 ldI
— _PORR s D gy — —'u—o—(lns — In s¢)
zlﬂ-d;lt 0 g 7 dt
E(s) = {Z;dtlns—l—k Z

avec une constante k qui peut étre une fonction de ¢, mais non pas de s.
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Exemple: champ variable d’un fil infiniment long

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Il est particulier a cette solution gu’elle diverge (lentement) pour s — oo. Ceci
est dO au fait que I'on viole une des conditions du régime quasistatique: la
proximité de I'observateur de la source, s < c7, avec une échelle de temps
T qui caractérise la vitesse avec laquelle le courant change. Cette condition
est due au fait que le champ électromagnétique voyage avec la vitesse de la
lumiere ¢, et qu’il faut étre sar qu’il soit arrivé avant d’appliquer 'approximation
guasistatique.
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Inductance mutuelle

Supposons deux spires au repos. Si un cou-
rant continu I; passe par la spire no. 1, un
champ magnétique B, est produit. Une partie
de ses lignes de champ passent par la spire
no. 2, notons leur flux par ®,.

ire2

Spirel

1

Le champ B; peut étre difficile & calculer, mais il est certainement proportionel
a I; a cause de Biot-Savart:

Par conséquent, le flux de B, par la spire no. 2 I'est aussi:
®, = [ B, dd, = Mx 1,

La constante M5, s'appelle I'inductance mutuelle des deux spires.
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Inductance mutuelle

Une formule tres révélatrice pour I'inductance mutuelle peut étre derivée par
le biais du potentiel vecteur:

—

b, = /El da, = /(6 X A1> da, = 7{111 dl_; d|2
A - uoIl%dl: Spire 2

47 r
MOI 1

dl;
f_

dl; di;

—»

&
[

!

M, — ff di Spirel

Ceci est la formule de Neumann. Elle n’est pas tres pratique pour les calculs
a cause de la double integrale, mais elle révele que:

— M, est d’'une origine completement géomeétrique, donnée par les tailles,
formes et distances des deux spires;

— Lintégrale est completement symétrique par rapport aux deux spires. Si
I'on interchange les courants, I'inductance mutuelle reste inchangée:

My = My =M
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Rappel: inductance mutuelle

Supposons deux spires au repos. Si un cou-
rant continu I; passe par la spire no. 1, un
champ magnétique B, est produit. Une partie
de ses lignes de champ passent par la spire
no. 2, notons leur flux par ®,.

ire?2

Spirel

1

Le champ B; peut étre difficile & calculer, mais il est certainement proportionel
a I; a cause de Biot-Savart:

Par conséquent, le flux de B, par la spire no. 2 I'est aussi:
(1)2 — / El d(_iz — M21[1

La constante M5, s'appelle I'inductance mutuelle des deux spires.
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Rappel: inductance mutuelle

Une formule tres révélatrice pour I'inductance mutuelle peut étre dérivée par
le biais du potentiel vecteur:

—

b, = /El da, = /(6 X A1> da, = 7{111 dl_; d|2
A - uoIl%dl: Spire 2

47 r
MOI 1

dl;
f_

dl; di;

—»

&
[

!

M, — ff di Spirel

Ceci est la formule de Neumann. Elle n’est pas tres pratique pour les calculs
a cause de la double integrale, mais elle révele que:

— M, est d’'une origine completement géomeétrique, donnée par les tailles,
formes et distances des deux spires;

— Lintégrale est completement symétrique par rapport aux deux spires. Si
I'on interchange les courants, I'inductance mutuelle reste inchangée:

My = My =M
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Exemple: inductance mutuelle de deux sol  énoides

La symétrie de M veut dire que le flux magnétique qui passe par la boucle
no. 2 a cause du courant dans la boucle no. 1 est identique a celui dans la
boucle no. 1 si ce méme courant passe par la boucle no. 2.

Exemple:

Un court solenoide (longeur I, rayon a, n; boucles AN AN AN R
par unité de longueur) est inséré concentrigque- ﬁ J N

ment dans un tres long solénoide (rayon b, ny 2p (J HH”O |2a
boucles par unité de longueur). Un courant I TTTTT
passe par le court solénoide. Quel est le flux VUV UUUUT YUY
magnétique qui passe par le long solénoide? |

Le champ du solénoide court est compliqué aux deux extremités. Il met un
flux different a travers chaque boucle du solénoide long, et le flux total est
difficile a calculer. Heureusement, la symétrie de I'inductance mutuelle permet
de renverser le probleme. On fait passer le courant I par le long solénoide —
qui a un champ homogene — et calcule le flux par le solénoide court.
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Exemple: inductance mutuelle de deux sol  énoides

Le champ du long solénoide est:
ANNANANNNANNNNANND

B = pgnsl
Le flux qui passe par une seule boucle du 2 HHH”H HH”O

solénoide court est: UUUUUUUUUUUUUU
|

2

®, = Bmwa’ = uonQIﬂ'az

Le solénoide court a un total de n11 boucles et le flux total est:
d = ugnlnzﬂ'ale

Ceci est aussi le flux causé par le dispositif inverse: si 'on passe le courant
par le court solénoide, le flux qui passe par le long est le méme.

'inductance mutuelle des deux solénoides est:
M = uoﬂ'aznlnzl

et ne contient que des caractéristiques géométriques.
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Inductance ou self

Si maintenant on fait varier le courant dans une des deux spires ou bobines,
le flux a travers l'autre variera aussi et une fem y sera induite:

d®P- dI,
S | V/
dt dt

Le changement du courant dans une bobine entrainera un courant dans l'autre.

82:

En effet, le courant dans la boucle no. 1 non seulement introduit un flux dans
la boucle no. 2, mais aussi dans la boucle no. 1 elle-méme! Et champ et flux
sont encore une fois proportionels au courant:

¢ = LI

La constante de proportionalité, L est I'inductance, ou self, de la boucle. Comme
I'inductance mutuelle, elle dépend uniquement de taille et forme de la boucle.
Si le courant change, la fem induit dans la boucle elle-méme est

dI
£ =—L
dt

Linductance est mesurée en Henry: [L] = H = Vs/A.
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Exemple: inductance d’'un toroide

Trouver l'inductance d’'une bobine toroidale de
section rectangulaire (rayon intérieur a, extérieur S
b, hauteur h) qui a un total de IN boucles.

Solution:

AXxe
a

- ds

Le champ magnétique dans un toroide est (voir 9.13):

_ poNI

27Ss

Le flux par une seule boucle est:

®=/Bdd =

NI
Ho h
27 @ s 27

pds  uoNIh (b)
= In

a

Le flux total est IN fois ce flux unitaire, et la self est:

L:—:
I 27

a
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Action d’une self sur un courant changeant

'inductance, comme la capacité, est une quantité intrinsequement positive.
La regle de Lenz dicte que la fem induite a une direction qui s’oppose a tout
changement de courant:

dl
E = —L—
dt

Quand on essaie de changer le courant on doit travailer contre cette fem. Par
conséquent, I'inductance dans un circuit électrique joue un role similaire a la
masse dans un systeme mécanique. Plus L est grand, plus il est difficile de
changer le courant dans le circuit. Plus grande est la masse d’un objet, plus il
est difficile de changer sa vitesse.

Supposons gu’un courant I parcourt un circuit qui inclut une self. Quand on
coupe le circuit, ce courant va vers z€ro presque instantanément, avec un
dI /dt important. Ceci cause une fem qui agit contre la diminution du cou-
rant. C’est pourqoi on tire souvent une étincelle quand on ouvre un contact
électrique: l'induction électromagnétique essaie a tout prix de maintenir le
contact.
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Exemple: brancher et d ébrancher un circuit

Une transition moins dramatique se passe quand un circuit est
branché. Dans ce cas, I'induction s’oppose a l'augmentation
soudaine du courant et lisse sa croissance. Considérons un . DR
circuit qui inclut une batterie, qui fournit la fem &, externe, une
self L et une résistance R, toutes en série. Quel est le courant I
en fonction du temps?

La fem totale dans le circuit est celle de la batterie et celle fournie par la self.

La loi d’Ohm nous dit que:
dI

Ey— L
0 dt

Eo
I(t) = > + ke~ B/L)
(1) R+ e

IR

ou k est déterminé par les conditions initiales. Si nous branchons le circuit a
t = 0, avec I(0) = 0, la solution est:

I(t) = ‘2’[1 — e~ (B/L}

Le courant s’approche asymptotiquement de la valeur £,/ R. Le rapport L/ R
donne un temps caractéristique pour cette approche.
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L’ énergie dans le champ magn étique

Une certaine énergie est nécessaire pour faire passer un courant par un circuit:

— Une partie de I'énergie est dissipée dans les résistances ohmiques du cir-
cuit. Cette partie est irréecupérablement perdue. Elle est proportionelle au
temps pendant laquelle on maintient le courant continu.

— Une autre partie doit étre dépensée lors du branchement du circuit unique-
ment, pour lutter contre la fem des inductances. Ceci est une énergie fixe,
qui peut étre récupérée lors du débranchement du circuit.

Cette seconde partie est stockée dans le champ magnétique de la self.

Le travail par unité de charge contre la fem de la self est —&£. Comme la charge
passant par le fil par unité de temps est I, le travail par unité de temps, et le
travail total sont:

A% % dI 1,

——=-€&I=L1— — W =-LI
dt dt 2

Il est indépendant du temps que I'on met pour approcher la valeur finale du

courant. Uniguement I'inductance L, donnée par la géométrie du circuit, est

Importante.
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L’ énergie dans le champ magn étique

Nous pouvons reécrire ce travail en termes du champ magnétique qui inter-
vient, et le généraliser pour les densités de courant volumiques. Nous rappe-
lons que le flux magnétique a travers de la self est:

LI=® = [(Bddi=[;(VxA)di=fAdl

ou P est le perimetre de la self et S la surface delimitée par P. Pour le travail
il en suit que

]_ — — ]_ — —
Pour les densités de courant il est évident que ceci se généralise a:
]_ — —
Nous éliminons d’abord la densité de courant par la loi d’Ampere:

1 - o -
W:ZHO/A-<V><B) dr
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L’ énergie dans le champ magn étique

En appliquant A - (V x B) = B2 — V . (A x B) et intégrant par parties:

1 ., = = o 1 .
W = 2%[/132 dr — [V - (A x B) dr| ZZMOVVBZdT—fS(AX B) dd|
ou S est la surface limitant le volume V. Si nous élargissons le volume d’inte-
gration a tout I'espace, le deuxieme terme disparait, car A et B tendent vers
zéro loin de la source. Lénergie est donc donnée par le premier terme, avec
une intégrale qui porte sur tout I'espace:

1
W = [ B? dt
200

L'énergie par unité de volume stockée dans un champ magnétique est B? /2.

Bien que le champ magnétique ne puisse pas effectuer du travail, il faut du
travail électrique pour faire passer un courant et genérer le champ magnétique.
La symétrie entre le champ électriqgue et magnétique est donc parfaite en ce
qui concerne I'énergie:

[(A-J) dr = 1/'B2 dr

1 €0 ., 1
Wg=—[(Vp)dr=—|E*dr ; Wpg=—
E 2./( p) dt 2./ T B = 20
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Rappel: Equations de Maxwell et de Lorentz

Les equations de Maxwell décrivent comment les champs électriques et mag-
nétiques sont produits:

_'E’:%p \v/
VxE=-9 V X

=0
- Nof-l- Noﬁo%—iJ

o &

La situation avant Maxwell correspond a notre niveau de discussion jusqu’ici:

- — 1

E = "-p (loi de Gauss) VB =0

€0 . . . .
V x E = —28  (loi de Faraday) V X B wod  (loi dAmpere)

ot

My
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Le probl eme de la loi ’Amp ere

Situation avant Maxwell:
VE = lp  (loi de Gauss) VB
>< —>

VX E = —%lf (loi de Faraday) V x B

0
pod  (loi d’Ampére)

'ensemble des équations électromagnétiques avant Maxwell était inconsis-
tant. En particulier, il n’assure pas que la divergence des rotationels est zéro
partout:

e(exﬁ):e(_@)z_a(e@: V(9 x B) = o (9)

Pour le champ électrique, tout va bien: comme VB = 0, la divergence de
son rotationel est zéro partout. Mais la divergence du rotationel pour le champ
magneétique est zéro uniguement si ce dernier est généré par des courants
continus, qui ont VJ = 0. Mais en général, la conservation de la charge
eléctrique réclame uniguement la continuité:

= a
vi=_F
ot
Quand un circuit inclut des éléments qui permettent de stocker des charges,

la loi d’Ampere est en difficulté grave.
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Exemple: chargement d’un condensateur

Pour mettre en évidence ce probleme on considere un

circuit qui relie une batterie a un condensateur. Quand

on branche le circuit, un courant passe et les plaques |
du condensateur se chargent jusqu’a ce que leur champ
électriqgue compense la fem fournie par la batterie. A ce Ii
point, le courant s’arrete.

Considérons maintenant le champ magnétique autour du

fil qui relie la batterie au condensateur. Si nous le calcu-

lons par une surface, la loi d’Ampere donne:

j{_g df: HOIinc

La réponse dépend du fait si, oui ou non, un courant passe par la surface.
Mais dans notre circuit, nous pouvons avoir deux surfaces qui ont le méme
bord: I'une, a;, percée par le fil, inclut un courant; 'autre, a,, passant entre
les plagues du condensateur, n’en inclut pas! La réponse donnée par la loi
d’Ampere est inconsistante. Ceci n’est pas étonnant: nous I'avons dérivée de
la loi de Biot-Savart, qui se limite aux cas magnétostatiques.
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Completer la loi dAmp ere

Pour completer la loi d’Ampeére, il nous faut un terme additionnel qui assure
que V(V x B) = 0 sous n'importe quelle condition. La loi de continuité, qui
découle de la conservation de la charge électrique, nous indique le chemin.
Le terme fautif est

—_ /=

V(V x B) = po(VJ)
dp o, - _q( aE)

VI = ot = gt 0VE) =~V ey,
Par conséquent, la consistence réclame un champ B construit & partir d’un
rotationel:
. . OF
V X B = [,L0J—|—[JJ0€07
ot
Un champ électrique variable induit un champ magnétique. Lexpérience con-

firme cette conclusion.
Maxwell lui-méme a introduit le terme courant de déplacement:

7 OF
— €0 —
d Oat

mais en réalité cette grandeur ne correspond a aucun courant.
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Exemple: chargement d’un condensateur

Le terme additionnel résout notre probléeme d’inconsistance ay
dans le circuit avec condensateur. Dans la limite d’une faible

distance entre les plaques, le champ a I'intérieur du conden- |
sateur est

1 1
F = —0o = —9 3
€0 € a 2
OF 1 dQ 1

a €pa dt €pa I
ou a est la surface des plaques. |

La loi d’Ampeére complétée donne:
OF

——| da
ot

%B’ df: HOIinc + /1’060/(

Appliquée a la surface a;, E = 0 et I;,. = I. Sil'on utilise par contre la
surface cylindrique a5, on a I;,. = 0 et /(OFE /0t) da = I/ey. La somme des
deux termes est toujours la méme.
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Les equations de Maxwell dans le vide

VE = Lp (loi de Gauss)
VB =0
V x E = %’f (loi de Faraday)
V X B = pod + uoe()aE (loi dAmpere + complément de Maxwell)

Le complément de Maxwell laisse le potentiel vecteur magnétique inchangé
par rapport a la magnétostatique:

= VxA
Par contre, la relation entre les potentiels et le champ électrique est modifiée
par la loi de Faraday. En termes de A, celle-ci devient:

VxE:——(VxA) - VX|E+—""]|=0
ot ot

Voici alors une quantité sans rotationnel que I'on peut I'écrire comme le gra-
dient d’'un potentiel scalaire:
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L’ électrodynamique dans le vide

Equations de Maxwell et potentiels électromagnétiques:

VE = 1p ; VB = o
ﬁxﬁ—l—%—fzo ; 6X§—N0€0%—fzuof
Ez—ﬁV—@ : B=VxA

ot

Vous remarquez le manque de symeétrie entre les lois pour les champs électrique
et magnéetique. Le champ électrique a des source stationnaires, les charges.
Le champ magnétique est causé par ces mémes charges électriques, mais
uniguement quand elles sont en mouvement. La loi de Lorentz:

F = q(E+7 x B)
a la méme asymétrie. La force électrique agit sur toutes les charges, la force
magnétique uniquement sur celles en mouvement. La force générée par les
champs est toutefois d’'une égale magnitude: la constante de couplage — la
constante qui mesure “la force du champ” — est la charge électrique g dans les
deux cas.
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Les equations de Maxwell et la relativit &

Le concept des charges en mouvement n’est pas indépendant du systeme de
réference. Une distribution de charges stationnaire devient un courant continu
guand elle est observée d’'un autre systeme inertiel. En méme temps, le champ
magnétique apparait et prend part dans la détermination de la trajectoire d’'une
particule en mouvement.

Pour voir cela on prend pour exemple

<—VO

YJ L aboratoire

un systeme de deux courants linéaires — 0000000000000 0000
égaux, I'un porté par des charges po- e Y A o
sitives, l'autre par des charges nega- 0

tives, et qui ont une vitesse opposee. g I

Ceci ne correspond pas a la situation normale dans un fil, ou les charges libres
sont des électrons et les ions restent au repos. Nous choisisson une situation
plus symétrique, parce gu’ici il n’y a pas de systeme référentiel ou toutes les
charges sont au repos.
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Les equations de Maxwell et la relativit &

Dans le systeme référentiel du laboratoire, les

densités linéaires des deux charges sont égales, Yy Laboratoire
Ay = A_ = A, et suffisemment grandes qUE NOUS _5ave e eoscccocess
pouvons consideérer les courants comme continus., 777772797207 O\?Oﬂi
Les vitesses, vy, des deux chaines de charges v

sont égales et opposées. Il en suit que le fil reste %-’

inchargé et gu’il n’y a pas de champ électrique.

Par contre, un champ magnétique est causé par les deux courants. En lecon
9 nous avons calculé ce champ pour un courant donné, I = 2vgA:

- I > Vo >
B:MO(I):NOO(I)
2Ty Y

La force sur une charge g qui se déplace vers la droite avec vitesse v est:

- Vo ~
F ::qvﬁﬂ_g_g

Ty
Notons que la densité de charge dans les systemes de repos des courants
est moindre que dans le laboratoire, A/vo = A/1 — v2/c?, a cause de la
contraction des longueurs.
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Les equations de Maxwell et la relativit &

Changeons maintenant a un systeme référentiel

ou la charge g est au repos, décrit par des coor- Ve
données (x’,y’,z’). Dans ce systeme, le champ Tassesesens ettt
magnétique n’agit plus. Les charges positives et Ve
négatives du courant ont des vitesses données
par le théoreme d’addition relativiste:

Yi  Reposdeq

o — Vg — U . o — Vo + v
1 —ww/ez - 1 —wvov/c?
La densité de charges A’ dans ce nouveau systeme est déduite de celle dans
leur systeme de repos respectif:
. A , A
Ay =Y+ 5 AL =9-
Yo o0

avec les vy = 1/\/1 — v’2/c? qui correspondent aux deux vitesses relatives.

On note avec surpris que dans le systeme de repos de la charge q, ces deux
densités correspondant aux deux courants ne sont plus égales.
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Les equations de Maxwell et la relativit &

Le fil aquiert une densité de charge nette qui n’existe pas dans le laboratoire:

A
N =N =X = (=) = 22y
C

O —20pvy07/c?
Il apparait par conséquent comme un fil uniformement chargé. En lecon 1 nous
avons calculé le champ électrique d’un tel fil, et la force électrostatique qui en
résulte:

_. 1 2\ = 1 v >
y/

I — ! — ~v
dmeg Yy’ S TEQC? Yy

) 1 v 5
; F=vqu—"—y
TEQC” Y

Retransformons cette force électrostatique dans le laboratoire, avec Fj = F|’|
et F| = FJ,_/")/

F = qv Yy
TENC? Y

Cette force électrostatique est identique a la force magnétique que I'on avait
calculé dans le laboratoire, étant donné que egug = 1/c. Les champs élec-
trigue et magnétique sont en réalité la méme chose, leur distinction dépend
uniguement du systeme de référence.
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Les equations de Maxwell et la relativit &

Les lois de I'électrodynamique sont indépendantes d’un changement de sys-
teme inertiel. Dans notre cas, ou un champ magnétique s’est transformé en
champ électrique, ceci indigue que les champs électrique et magnétique ne
sont pas fondamentalement différents: ils sont deux aspects du champ &électro-
magneétique.

La notation des quadrivecteurs met en évidence la complémentarité des as-
pects électrique et magnétique. Les potentiels (voir lecon 9) et les densités de
charge et de courant forment des quadrivecteurs:

wo() el

Le potentiel donne naissance a un tenseur antisymétrique du champ électro-
magneétique, qui réunit les champs électrique et magnétique dans une seule
grandeur:

0 E,./c E,/c E,/c

o _ 0AY B 0A" | —E,/c 0 B, —B,
833“ 8%,, - y/c _Bz 0 Ba:'

—E./c B, —B, 0
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Les equations de Maxwell et la relativit &

Avec ce tenseur, les équations de Maxwell dans le vide prennent leur forme la
plus compacte:

8:13“FW(Ct’£) = pod”(ct,x)

On triche un peu ici, en utilisant la convention de Einstein pour implicitement
sommer sur les mémes indices covariants et contravariants, p. Cela a I'air en-
core plus compact. Malgré cela il restent quatre équations pour la génération
des champs électromagnétiques.

On constate tout de méme, que cette équation contient toute I'électrodynami-
gue. Ne faisant intervenir que des quadrivecteurs — qui se transforment comme
le quadrivecteur de I'espace-temps x* = (ct,¥) — les équations de Maxwell
dans le vide sont manifestement covariantes: I'électrodynamique ne change
pas quand on passe d’'un systéeme inertiel a I'autre.

Par conséquent, et contrairement a la théorie Newtonienne de la gravitation,
les équations de Maxwell gardent leur validité méme dans un régime relati-
viste, c’est a dire pour des vitesses qui s’approchent a la vitesse de la lumiere.
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