39

Bases de I’électrostatique

CHARLES AUGUSTIN DE COULOMB (1736-1806)

39.1 Lois de base de I’électrostatique

39.1.1 Les lois de Coulomb
Les lois de I’électromagnétisme

Vers le début du XIX®™e siécle, Henry Cavendish et Charles Augustin de Coulomb inaugurent I’ére des mesures quantitatives
électromagnétiques. Cavendish sera I’auteur des notions de potentiel et de capacité et Coulomb I’auteur de la démonstration
expérimentale de la loi de force proportionnelle & I’inverse du carré de la distance des charges! qui porte son nom.

Cependant, nous baserons I’ensemble des développements qui suivent sur les équations de Maxwell déja admises, dont on
peut constater qu’en régime permanent, elles ménent & un découplage des équations magnétiques div B = 0 et rotB = o]

et des équations électriques div E = sB et fotE = 0.
0

Dans toute la suite, nous qualifierons de régime électrostatique une situation & courant j nulle, en régime permanent,
caractérisee par I’absence de tout champ magnétique (B = 0) et donc du potentiel associé (A = 0).

Grandeurs électriques

Les grandeurs qui jouent le rdle se sources du champ électrostatique sont les charges électriques. 1l s’agit d’une caractéris-
tique intrinséque des particules en interaction, invariante par changement de référentiel.

1pour établir cette loi, Coulomb construira la balance de torsion qui porte son nom, et réalisera des mesures d’une grande finesse. On lui doit aussi
I’expression des lois du frottement sec; par ailleurs, il jouera un réle important dans la mise en place du systéme Napoléonien des lycées en France,
poursuivant sa carriere en tant qu’inspecteur général de I’Instruction Publique.
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La chargé électrique d’un systéme est aussi conservée lors de toutes les interactions, et sa valeur sera mesurée en coulomb
(symbole C)2. L’effet d’une répartition statique de charges sur une charge d’épreuve ge placée au point M est une force
F= qu(M) ou le champ électrostatique est la grandeur fondamentale de I’électrostatique ; il se mesure en volt par métre
V-m~1. On définit aussi le potentiel électrostatique V (M) par la relation® E= —ﬁjv et cette grandeur se mesure en volt
(symbole V).

On peut aussi écrire la relation entre champ et potentiel sous la forme différentielle ou intégrale :

B
dV = —E.dF < V(A)—V(B) :/E-dr
A

Notons encore que la force subie par une charge d’épreuve peut s’écrire F = —grad (geV), ce qui montre que I’énergie
potentielle d’interaction d’une charge d’épreuve e située au point M avec I’ensemble d’une distribution de charge D créant
le potentiel V (M) peut s’écrire :

Ep=0eV(M)

Le potentiel électrostatique

Le potentiel électrostatique est un intermédiaire obligé de la résolution des problémes électrostatiques, via I’équation de
Poisson, qui prend en électrostatique la forme :

AV (M) = —%p(M) (39.1)

La solution générale de cette équation a été présentée en régime variable sous le nom d’équation aux potentiels retardés;
dans le cas statique, elle prend la forme simple :

V(M) = lfp P(P) 4 (py (39.2)

o 41y Jpep PM

ou I’intégrale porte sur I’ensemble des points chargés P, appartenant a la distribution de charges 9. On notera que cette
expression sous entend en général que le potentiel tend vers zéro lorsque M s’éloigne indéfiniment de la distribution D.

On peut bien sr aussi rencontrer des distributions de charge surfaciques, filiformes ou discretes ; selon le cas, on adoptera
des notations adaptées, que nous noterons en général :

_ 1 dq(P)
VoW = [ o

L L. 1 .
Dans I’expression ci-dessus, on peut noter la valeur numérique de la constante K = yr— (constante de Coulomb), soit
0

K =9,0x10°SI*.

On notera enfin qu’il existe certains exercices simplifiés pour lesquels la convergence de I’intégrale n’est pas assurée; il
s’agit en général de problémes présentant une distribution de charges non physique, elle-méme étendue jusqu’a I’infini. On
doit alors déterminer le potentiel par d’autres méthodes, par exemple par un calcul préalable du champ électrostatique.

2Les unités électriques sont en fait dérivées des unités magnétiques qui seront définies plus loin; I’unité de base électromagnétique du systéme
international est I’ampére, symbole A. Le coulomb est alors le produit d’un ampeére par une seconde, tandis que le volt est le quotient d’un watt par
un ampeére.
e . - . LoV
3En régime électrostatique, la condition de jauge de Lorentz prend la forme triviale i 0.

4Comme on peut le vérifier directement, la valeur élevée de la constante de Coulomb permet en général de négliger, pour une particule, les forces de
pesanteur ou de gravitation devant les forces électriques.
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Le champ électrostatique

~ 1 P
Calculons le champ par application de I’opérateur gradient au potentiel, E(M) = —Rgradm/ %dT(P) soit, dans
0 PeD

les conditions d’application du théoreme de dérivation sous le signe somme pour les intégrales dépendant d’un parametre,
. 1 — 1 , 5 — 1 1 o . .
E(M) = —rm/F’EDgradM (W) p(P)dt(P) avec d’autre part> gradm (W) = _WW d’ou I’expression de I’in-
tégrale volumique qui fournit le champ électrostatique :

. 1 p(P)PM

EM)= P .

. 1 [ PM
f lus générale, E(M) = —— ——ddq.

ou, de fagon plus générale, E(M) T /PGZ) PM3dq

39.1.2 Symétries et invariances du champ
Symétries positives du champ électrostatique

Considérons une certaine distribution de charge D, invariante par une symétrie Ttrelativement a un certain plan® .., ce qui
signifie que les charges p(P) et p(P’) disposées en deux points P et P’ = 1i(P) symétriques relativement a N sont égales
(cf. fig. 39.1).

P! P

-——-————+-—-———— -

———1——-o

M’ M

F1G. 39.1 - Plan de symétrie positive

On peut alors calculer les champs électrostatiques E (M) et E (M’) en deux points M et M’symétriques par rapporta I, par
des intégrales analogues ; en effet, les termes :
1 p(P)PM o L P(PIPM
4mey  PM3 4ey  P’M”

sont également symétriques par rapporta M. On en conclut :

SYMETRIES POSITIVES DU CHAMP ELECTROSTATIQUE

Les champs électrostatiques E (M) et E(1i(M)) en deux points M et T(M) symétriques relativement & un
plan de symétrie des charges I, sont eux-mémes symeétriques par rapport a ce plan :

E(n(M)):n(E(M))

Un cas particulier important est celui d’un point M situé sur le plan de symétrie lui-méme ; ce point est confondu avec son
symeétrique :

E(M) :n(E(M))

50n peut s’assurer de la validité de cette expression en calculant ce gradient en coordonnées sphériques de centre P.
81ci et dans toute la suite, on notera M., un plan de symétrie positive des charges, par opposition aux plans d’antisymétrie ou plans de symétrie négative
M_ définis plus loin.
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ce qui n’est possible que si ce vecteur E (M) est lui-méme contenu dans le plan M :

Q SYMETRIES POSITIVES DU CHAMP ELECTROSTATIQUE

En un point M € M. d’un plan M., de symétrie des charges, le champ électrostatique E (M) est contenu
dans ce plan :
Men, =EM)en,

Symeétries négatives du champ électrostatique

Considérons une certaine distribution de charge 9D, invariante par la composition d’une symétrie Ttrelativement a un certain
plan M_, et de I’opération de conjugaison de charge qui change toutes les charges en leurs opposées. Un tel plan N _ sera
indifféremment appelé plan d’antisymétrie ou plan de symétrie négative des charges.

Ceci signifie que les charges p(P) et p(P’) disposées en deux points P et P’ = 1i(P) symétriques relativement a M _ sont
opposées ; le méme calcul que ci-dessus montre que :

1 p(P)PM 1 p(P)P'M
4TE;  PM3 4TE, P'MB

sont également symétriques par rapporta M _. On en conclut :

G> SYMETRIES NEGATIVES DU CHAMP ELECTROSTATIQUE
Les champs électrostatiques E (M) et E(1(M)) en deux points M et (M) symétriques relativement & un

plan de symétrie négative des charges _, sont eux-mémes antisymétriques par rapport a ce plan :

E(T(M)) = _n(E(M))

La aussi, un cas particulier important est celui d’un point M situé sur le plan de symétrie lui-méme; ce point est oppose a
son symeétrique :

E(M) = _n(E(M))

ce qui n’est possible que si ce vecteur E (M) est lui-méme orthogonal au plan M_ :

Q SYMETRIES NEGATIVES DU CHAMP ELECTROSTATIQUE
En un point M € M_ d’un plan MN_ d’antisymétrie des charges, le champ électrostatique E (M) est ortho-
gonal a ce plan :
Mel_=EM)LMN_

Invariances du champ

Considérons enfin une opération affine quelconque (translation, rotation) qui laisse invariante la distribution D ; le passage
du point M & son image M’ par cette opération affine s’accompagne de la méme opération pour le champ E.

Nous nous servirons en général de cette propriété sous une forme restreinte, mettant a profit le caractére isométrique des
transformations citées :

INVARIANCES DU CHAMP ELECTROSTATIQUE
Si une distribution de charges est invariante par une certaine isométrie affine, la norme du champ élec-
trostatique est invariante par la méme isométrie.

L utilisation successive des propriétés de symétrie, puis d’invariance, permet souvent de simplifier un probleme électrosta-
tique et de déterminer le champ a partir d’une propriété globale : le théoreme de Gauss.
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Energie électrostatique

Les expressions énergétiques établies dans le cadre des régimes variables restent évidemment valables dans le cas des
régimes permanents.
Ainsi, I’énergie nécessaire a la constitution quasi-statique d’une distribution de charges électrostatique peut étre déterminée

R . . - . . . \ €0 = . .
a partir d’une répartition volumique de I’énergie We = / WedT OU We = EOEZ, ce qui montre que la grandeur W, est toujours

R3
positive.

Rappelons aussi qu’on a établi, a titre d’intermédiaire de calcul, une expression de I’énergie localisée au niveau de la
distribution des charges :

We= [ Jv(P)da(P)

39.1.3 Le théoreme de Gauss
Enoncé du théoréme de Gauss

Le théoréeme de Gauss garde, en régime statique, la méme forme que dans le cas des régimes variables :

THEOREME DE GAUSS
Pour toute surface fermée (S), le flux du champ E sortant de (S) est égal a la charge Q intérieure a (S)
divisée par o :

74 E.fids— 2
© €0
Il reste naturellement possible d’utiliser le théoréme de Gauss, soit sous sa forme locale div E = sB soit sous la forme
0
équivalente de I’équation de Poisson AV = — sﬂ
0

Relations de passage

On peut aussi utiliser les relations de passage, qui gardent un régime statique la méme forme qu’en régime variable; si la
surface de séparation de deux milieux (1) et (2) porte la charge surfacique o, la discontinuité finie du champ électrostatique
est donnée par :

o
Er —E1= —M1-2
€0

Le champ E étant, en présence de charges volumiques et surfaciques, continu par morceaux, on continuera a chercher pour
le potentiel V une solution des équations de Maxwell, fonction continue des coordonnées d’espace.

39.2 Dipdles électrostatiques

39.2.1 Distributions dipolaires
Doublet électrostatique

On appelle doublet électrostatique le systéme formé de deux charges ponctuelles opposées, —q et +q, disposées en deux
points de I’espace P_ et P, tels que P__ﬁi = a&,. lls forment un modéle couramment utilisé (molécules, etc..) pour des
systemes globalement neutres mais néanmoins créant un champ électrique ou subissant ses effets; ce systéme est alors
caractérise par le moment dipolaire électrique défini par g = +q6ﬁ’i — qéf’f = (agz.
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Distribution dipolaire électrique

Nous généraliserons la notion ci-dessus en appelant distribution dipolaire tout ensemble de charges qui vérifie les deux
propriétés suivantes’ :

— La charge totale de la distribution est nulle, Q = / p(P)dt=0;
D

— Le moment dipolaire électrique est non nul, g = / p(P)GF‘dT 0.
D

Le doublet électrostatique est un cas particulier de dipdle ; le notion de dip0le est toutefois ici étendue a un cadre beaucoup
plus général, celui de tous les systemes étendus, de charge totale nulle, tels que les barycentres des charges négatives et
positives ne sont pas confondus®.

39.2.2 Dipble électrique actif
Le potentiel dipolaire

Le potentiel créé en un point M par une distribution de charge dipolaire disposée autour du point O peut, si la distance
OM = r est suffisamment élevée pour effectuer un développement limité de PM au voisinage de OM, se calculer selon

2 OP-OM 1 1 OP -OM
I i hée PM? = (OM—0P) ~ OM? [1—2———| d’ou o~ |1 i
expression approchee (O 0] ) 0] OM?2 d’ol encore oM = OM + oMz |’ ce qui
permet d’écrire :
1 pP) 1 1 1 :
R R OM/Dp(P)dT + 51OM /@p(P)@dr
terme monopolaire terme dipolaire
soit encore, le terme monopolaire étant ici nul puisque la charge totale I’est :
1 p-OM
V(M)fAf—Tl}:O IVE (39.4)

On peut aussi réécrire cette expression en utilisant les coordonnées sphériques de centre O et d’axe aligné avec { sous la
forme :

_ pcos®
T Atr

V(r,0)

On notera la décroissance en 1/r?, plus rapide que la décroissance en 1/r obtenue pour le potentiel créé par une charge
ponctuelle (ou pour un potentiel de dipble rayonnant).

Le champ dipolaire

Le gradient du potentiel ci-dessus se calcule aisément en coordonnées sphériques ; I’expression du champ dipolaire corres-
pondant est :

. p L e
E(r,0,0) = ——— [2c0s B8, + SinBE 39.5
(1,0,0) = 4oy (200508, + sin6e) (39.5)
On notera la décroissance en %3 plus rapide que la décroissance en rlz obtenue pour le potentiel créé par une charge
ponctuelle, mais aussi beaucoup plus rapide que la décroissance en % obtenue pour le champ rayonné par un dip6le oscillant.
On peut aussi éventuellement utiliser I’expression dite intrinseque du méme champ, qui prend la forme (indépendante de
tout systeme de coordonnées) :

“Notons que dans ce cas la définition du moment dipolaire électrique p est indépendante du choix de I’origine O.

8La notion présentée ici est un cas particulier de la notion de développement multipolaire, notion qui s’étend a tous les calculs de champs newtoniens,
méme si la charge globale (ou la masse globale, pour un champ de gravitation) n’est pas nulle. Dans le développement, les termes d’ordre n relativement
a la dimension de la distribution prennent le nom de termes 2"-polaires.
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E= Lt [3r(p-7)—p ()]

On obtient cette expression a partir du potentiel en remarquant que :
. N — /(1 1 3r
grad (fg) = fgradg+ggrad f = grad (ﬁrﬁ-?> = r—35— s (-1

Lignes de champ

_rd® i
2cos8  sing |
s’intégre sous la forme de I’équation r = rosin®6; la forme des lignes de champ correspondantes est indiquée sur la figure
39.2.

L’équation différentielle des lignes de champ du dipble a grande distance de celui-ci peut s’écrire

F1G. 39.2 — Lignes de champ du champ dipolaire

39.2.3 Dipdle électrique passif

Résultante des efforts subis

Considérons un dipble soumis aux effets d’un champ électrostatique extérleur Eo. Si la dimension a de la distribution est
nettement plus petite que les dimensions caractéristiques de variation de Ep, la résultante des efforts extérieurs subis par
cette distribution dipolaire s’écrit F = /%)p(P)Eodr =0 et, & I’ordre le plus bas du développement, la résultante des efforts

extérieurs est nulle; le torseur des forces agissant sur un dipdle est un couple.
On peut toutefois donner une expression développée a I’ordre ultérieur de cette force, si le champ Eg n’est pas tout a fait

uniforme. Calculons par exemple la composante Fy de cette force, sous la forme F, = / p(P)Eox(P)dt ou le développement
D

de Eox(P) s’écrit, au premier ordre, Eox(P) = Egx(O) + gTa?onX-Gﬁ ce qui permet d’écrire K, = MEOX- g ou, sous une

forme condensée, F = (ﬁ- gTa?j) Eo.

DIPOLE ELECTRIQUE PASSIF
La résultante des efforts extérieurs subis par une distribution dipolaire de moment § de la part d’un
champ électrique extérieur non uniforme Eg est donnée par :

F= (ﬁ'w)éo

Toutefois, nous poursuivrons le calcul des autres éléments dynamiques (couple, énergie potentielle) a I’ordre zéro seulement.
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Moment des efforts subis

S’agissant d’un couple, le moment des efforts électriques subis par la distribution dipolaire peut étre calculée en tout point;;
on écriradonc T’ = / OP A p(P)Eqdt = p A Eo.
D

DIPOLE ELECTRIQUE PASSIF

Le torseur des efforts extérieurs subis par une distribution dipolaire de moment g de la part d’un champ
électrique extérieur Eg est un couple, de moment :

FZﬁAEo

Energie potentielle d’interaction

On peut encore caractériser I’interaction de ce dipole avec le champ extérieur par I’intermédiaire du calcul de la somme des
énergies potentielles d’interaction avec ce champ extérieur des charges qui composent le dipdle. On écrit cette somme :

Ep= /@ p(P)Vodt

en choisissant un potentiel Vo dont découle le champ uniforme Eo, soit par exemple Vo = —Ep- OP. Il vient donc immédia-
tement ;

DIPOLE ELECTRIQUE PASSIF
L’énergie potentielle d’interaction entre une distribution dipolaire de charges de moment g avec un
champ électrique extérieur Eg a comme expression :

Ep=—p-Eo

Les deux expressions établies ci-dessus peuvent s’interpréter de la méme maniere : I’interaction du champ extérieur et
de la distribution dipolaire a pour effet d’aligner le vecteur g et le vecteur Egp ; lorsque cet alignement est réalisé, un état
d’équilibre stable (minimum d’énergie potentielle) est réalisé.
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CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855)

40.1 Equilibre électrostatique des conducteurs

40.1.1 Propriétés fondamentales

Charges dans un conducteur

Dans la suite, nous considérerons que tous les milieux conducteurs de I’électricité vérifient la loi d’Ohm sous forme locale

S L X 1. - 1 . L L

J = yE et I’équation de Maxwell-Ampere prend donc la forme =div j = E—p soit, compte tenu de I’équation de continuité,
0

0 1 £ . t .
a_‘t) + ;p =0ouonaposét= 70 dont la solution est p(M,t) = p(M,0)exp (—;) ; la constante de temps de I’annulation

des charges en volume dans un conducteur vaut, a 300 K :
Conducteur (Cuivre) | Semi-conducteur (Silicium) | Isolant (Verre)
y=5,7x10"S-m1 y=3,0x10"%S-m! y~10"?S.m™!
1=2,0x10"1s 1=3,0x10"8s 1~10s

Pour tous les milieux conducteurs et semi-conducteurs, nous considérerons donc, sauf pendant un régime transitoire a la
durée toujours négligeable, que :

CHARGES DANS UN CONDUCTEUR
Le volume du conducteur € n’est pas chargé. Si la charge globale Q du conducteur n’est pas nulle, cette
charge est donc portée par sa surface extérieure (S) :

Qr— / ods
s
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Champ et potentiel dans un conducteur

L’équilibre électrostatique du conducteur impose bien str I’absence de tout mouvement des charges mobiles, c’est-a-dire
I’absence de tout courant électrique. Compte tenu de la loi locale d’Ohm, ceci impose :

CHAMP DANS UN CONDUCTEUR
Le champ électrostatique intérieur & un conducteur est nul : E = 0.

et on en déduit immédiatement que le potentiel correspondant est uniforme. En présence de charges en surface, on a vu
qu’on peut imposer au potentiel V d’étre continu a la traversée de la surface du conducteur, chargée en surface.

POTENTIEL DANS UN CONDUCTEUR

Le potentiel électrostatique a I’intérieur et a la surface d’un conducteur est uniforme : V- = cte.
Les potentiels des conducteurs seront tous déterminés relativement a la référence V = 0 prise a I’infini.
40.1.2 Théoréme de Coulomb

Enoncé du théoréme

Le champ électrostatique au voisinage immédiat de la surface extérieure (S) d’un conducteur C n’est, lui, pas nul (en tout
cas pas nécessairement), puisque la relation de passage permet une discontinuité du champ électrostatique a la traversée de
la surface (S) chargée du conducteur. On en déduit immédiatement :

Ee(P) = — i (40.1)

si fi est la normale extérieure au conducteur, et a(P) la densité surfacique de charge portée par la surface (S) de C au point
P immédiatement voisin de celui ot on déterminer le champ extérieur E¢(P).

THEOREME DE COULOMB
Le champ électrostatique au voisinage immédiat de la surface d’un conducteur chargé est normal a sa
R - o(P
surface et sa projection extérieure vaut %
0

Source du champ local

L’expression du théoréme de Coulomb ne doit pas faire penser que le champ Ee(P) est uniquement créé par les charges
o(P)dS portées par I’élément de surface dS au voisinage duquel on étudie le champ électrostatique.

Ce champ local est la somme du champ localement créé par ces charges Ej, et du champ créé par le reste des charges
disposées sur le conducteur et ailleurs dans I’espace, soit E;.

dg=adS

F1G. 40.1 — Sources du champ du théoréme de Coulomb

Comme ce reste des charges ne comporte par de grandeur surfacique au niveau du point étudié, il est continu a la traversée
de la surface de séparation dS entre le point Pe (a I’extérieur du conducteur) et le point P; ( & I’intérieur, cf. fig. 40.1).
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Par contre, le champ E; est symétrique de part et d’autre des charges qui le créent; on en déduit, au point P; intérieur au
conducteur :

0=E(P)=>E =FE

et au point extérieur P ou s’applique le théoréme de Coulomb :

o = o
€0 (e) ! r 280

On retiendra que la moitié du champ donné par le théoréme de Coulomb est créé localement; on peut encore dire que
I’état d’équilibre électrostatique du conducteur correspond a une mise en place des charges de maniere a annuler partout
localement le champ & I’intérieur du conducteur.

Forces subies par les surfaces d’un conducteur

Compte tenu de la remarque qui précéde, on prendra soin de noter que la force exercée sur la charge dq = adS portée par
I’aire dS est due au seul champ extérieur E; ; on écrira donc cette force sous la forme :

dF = 0-2fids
2€0

résultat qui est parfois cité sous le nom de pression électrostatique, cette derniére étant égale a la densité surfacique de force
0 /2g exercée vers Iextérieur de la surface du conducteur C.

PRESSION ELECTROSTATIQUE
G> La densité surfacique des forces électrostatiques exercées sur la surface d’un conducteur chargé vaut
_d*(P)
p= 2¢g '

40.1.3 Théoréme d’unicité
Résolution des problémes électrostatiques

Les problémes d’électrostatique des conducteurs s’étudient par résolution de I’équation de Laplace dans un domaine D
vide de charges, extérieur aux conducteurs étudiés :

AV =0

complété par la donnée de conditions aux limites sur les surfaces (S;) des conducteurs G qui limitent le domaine D :

Il arrive freguemment que le domaine D ne soit pas limité que par les seules surfaces des conducteurs; toutefois, nous
retiendrons que la valeur du potentiel V en tout point de la surface (S) qui limite D est en général connue.

Si cette surface s’étend jusqu’a I’infini, il ne suffit pas, pour connaitre V sur cette surface, d’affirmer qu’il tend vers zéro
lorsqu’on s’éloigne indéfiniment des charges; cette propriété est en effet completement générale. On doit de plus préciser
un équivalent de V lors de sa décroissance vers zéro.

Théoréme d’unicité

Nous affirmerons que :

THEOREME D’UNICITE
La solution, deux fois dérivable, de I’équation de Laplace est unique pour des conditions aux limites
données sur la surface (S) limitant le domaine 9 dans lequel on résout cette équation.
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On doit comprendre le terme conditions aux limites données dans le cadre des précisions posées au paragraphe précédent.
On peut justifier ce théoréme d’unicité comme suit; si V et V' sont deux solutions du probléme de Laplace AV = AV’ =0,
c’est-a-dire deux potentiels dans I’espace vide avec les mémes conditions aux limites V =V’ en tout point de (S), alors la
différence V — V' est un potentiel dans le vide avec V = 0 sur toute la surface limitant le domaine D.

Un potentiel sans extremum (A(V — V') = 0) dans une région limitée par une surface telle que V. —V’ = 0 ne peut étre que
nul partout, d’otV =V’'.

Toutefois, nous retiendrons surtout ce théoréme pour son utilité pratique : si on peut proposer une solution d’un probléme
électrostatique, par exemple par analogie avec un autre probléme, cette solution est unique.

40.2 Condensateurs, capacités

40.2.1 Conducteurs en influence

Influence électrostatique

7

F1G. 40.2 — Influence électrostatique et éléments correspondants

Considérons deux faces de deux conducteurs (ou du méme conducteur) disposées face a face dans le vide (cf. fig. 40.2.
Un certain réseau de lignes du champ électrique forme un tube de champ qui découpe, sur les surfaces extérieures des
conducteurs C et ¢, les surfaces dS et dS’ portant les charges dq et dq’.

La surface latérale S; du tube de champ ainsi délimité est en tout point tangente aux lignes de champ, et le flux du champ
électrostatique y est donc nul. Pour lui appliquer le théoréme de Gauss, on compléte ce tube de champ par des surfaces inté-
rieures aux deux conducteurs, et en tout point desquelles le champ est donc nul. Finalement, on a formé une surface fermée
au travers de laquelle le flux total du champ électrostatique est nul ; on en déduit le théoréme des éléments correspondants :

dg+dg = 0dS+0'dS' =0 (40.2)

et les deux surfaces dS et dS’ sont dites en influence électrostatique.
Plus généralement, I’association de surfaces électrostatiques en influence permet de constituer des surfaces finies en in-
fluence électrostatique, dont les charges totales sont deux a deux opposées.

Influence totale et condensateurs

On dit de deux conducteurs qu’ils sont en influence totale si toute la surface du conducteur C influence la totalité de la
surface du conducteur ¢’ ; ainsi, les charges Q et Q' portées par les deux conducteurs sont opposées :

Q+Q =0

et le systeme de deux armatures ainsi défini (cf. fig. 40.3) forme un condensateur.

Naturellement, I’hypothése d’influence totale ne peut jamais étre vérifiée de fagon exacte ; on se contentera en général de
négliger les effets de bord, ce qui revient a considérer que la charge électrique de la zone d’influence est nettement supérieure
(en valeur absolue) a celle qui n’est pas en influence.
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FiG. 40.3 — Réalisation d’un condensateur

Le potentiel de chaque point P de I’armature ¢ du condensateur sera notée V ; de méme, le potentiel de chaque point P’ de
I’armature ¢’ du condensateur sera notée V' et la tension aux bornes du condensateur sera notée U =V —V’, tandis qu’on
appellera charge du condensateur la grandeur® Q.

40.2.2 Capacité d’un condensateur
Définition

Le calcul des tension U et charge Q du condensateur se font par les intégrales :

P/
U:/E-dr et Q:/ odS:eo/ E .fidsS
J s s

ou la seconde intégrale qui définit Q peut indifféeremment étre étendue a la surface extérieure de C, ou a toute surface
comprise entre C et ', qui fait de la conservation du flux électrique dans le vide (div E = 0).

Si on considére un certain état électrique caractérisé par la répartition des charges électriques o; et le potentiel V4, on
obtiendra, du fait de la linéarité des équations de Maxwell, un autre état d’équilibre pour la répartition 6, = Agy avec pour
potentiel V, = AV4, et le rapport 8 sera inchange.

G> CAPACITE D’UN CONDENSATEUR
On appelle capacité d’un condensateur la grandeur C = Q caractéristique de la géométrie des armatures,
et indépendante de la tension U sous laquelle on charge le condensateur.

Méthodes de calcul

On retrouve le caractére indépendant de U de la grandeur C en I’écrivant comme le rapport de deux intégrales :

dont le calcul constitue effectif la méthode usuelle de détermination de C. On remarquera aussi I’analogie avec les calculs
de conductance électrique, entre deux surfaces de méme géométrie que C et C’:

montrant que les méthodes qui ont pu déterminer les unes (les conductances) donneront les autres (les capacités) avec la
relation :

1Ces conventions, qui consistent & privilégier une des armatures relativement & I’autre, sont bien siir totalement arbitraires.
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On peut encore calculer la capacité d’un condensateur par une méthode énergétique, comme on le montre plus bas.

Notons qu’on peut aussi calculer des capacités de condensateurs réalisés dans des matériaux autres que le vide; on peut
alors montrer qu’il suffit souvent de remplacer, dans les expressions ci-dessus, la grandeur universelle €q par la grandeur
€ = g & dite permittivité diélectrique du milieu isolant qui sépare les armatures, ou la permittivité diélectrique relative &,
est souvent nettement supérieure a 1.

40.2.3 Energie électrostatique
Energie d’un systéme de conducteurs

On a déja montré que I’expression générale de I’énergie électrostatique d’un systéme quelconque de conducteurs peut se
mettre indifféremment sous les deux formes :

. . 1
We = %OEzdr ou bien We:/ipv dt
D

R3
ou la seconde intégrale ne porte que sur le domaine D porteur de charges, c’est-a-dire en fait sur les surfaces des conducteurs
en équilibre :
1
We = E / O'iVidSi
UiG
mais dans I’intégrale portant sur la surface de chaque conducteur G, V; est une constante et il vient enfin :

We=725>QiVi>0 (40.3)

N[ -

ou We = 0 n’est réalisé que pour la situation ou le champ est partout nul, ainsi donc que tous les Q; et V.

Energie d’un condensateur

Dans le cas d’un condensateur, I’expression ci-dessus est limitée a deux termes et s’écrit :

1
We = EQu =-CU%?=2->= (40.4)

ou on dispose donc d’un autre moyen de calcul de C si on sait exprimer We, par exemple par intégration directe dans tout
I’espace.

On se rappellera aussi que cette énergie a été définie comme I’opposé du travail des forces électriques regues par le systéme,
lors de la constitution quasi-statique de la distribution des charges, prises depuis I’infini.

En particulier, un déplacement des armatures sous I’action des seules forces électrostatiques vérifie :

6\/\/ = 7dWe

si W désigne le travail des forces électriques. On en conclut :

INTERPRETATION DE L’ENERGIE ELECTROSTATIQUE

L’énergie électrostatique We d’un condensateur est I’énergie potentielle dont dérivent les forces électro-
statiques qui s’exercent sur les armatures d’un condensateur qui reste isolé?.

2En particulier, la charge Q doit rester constante. Si ce n’est pas le cas, les armatures sont forcément reliées & un circuit extérieur qui fournit une certaine
énergie au condensateur ; cette énergie intervient, au méme titre qu’un autre opérateur, dans le bilan énergétique du déplacement.
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Forces magnetiques

EDWIN HERBERT HALL (1855-1938)

41.1 Forces de Laplace
41.1.1 Effet Hall

Force de Lorentz

Rappelons une fois encore I’expression, dite de Lorentz®, compatible avec la dynamique relativiste, de la force exercée sur
une charge g, mobile & la vitesse? @, en présence d’un champ électrique E et d’un champ magnétique B :

F=q (E +UA §)
Nous allons montrer comment I’existence simultanée des deux termes de cette force, dans le cas d’un courant électrique
parcourant un conducteur (donc en présence a la fois de charges fixes et mobiles) permet de rendre compte d’une force
résultante exercée sur le conducteur lui-méme, donc de prévoir la possibilité de machines électromécaniques.
Modeéle de Drude

Nous considérons dans la suite un modéle microscopique simplifié3des conducteurs ohmiques, dans lesquels les porteurs
de charge électrique mobiles*, de charge individuelle q et de masse m, répartis a raison de n porteurs par unité de volume,

1es travaux du physicien néerlandais HENDRIK ANTOON LORENTZ (1853-1928) ont dominé le monde de la physique théorique jusqu’a I’avénement
des théories relativiste et quantique. Il est en particulier I’auteur de la théorie des électrons, décrivant la matiére comme un ensemble de particules chargées,
sources du champ électromagnétique, telle que nous la concevons ici.

2|_gs trois grandeurs T, E et B doivent étre exprimées dans le méme référentiel galiléen. Les lois de changement de vitesse, de champ électrique et de
champ magnétique compatibles avec cette expression sont de nature relativiste ; on ne s’étonnera donc pas de ne pas retrouver dans cette expression le
caractere usuellement invariant des forces en mécanique classique.

3Ce modele a été développé vers 1900 par I’allemand PAUL KARL LUDWIG DRUDE.

4Naturellement, il s’agira souvent d’électrons, mais ce n’est pas une nécessité.
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se déplacent dans le milieu conducteur sous I’action par exemple d’un champ électrique selon la loi :

du -~ m
m— =g ——U
dt q T
ol U est la vitesse des porteurs de charge® et ol — 0 représente I’effet moyen des interactions des porteurs de charge
électrique mobiles avec les porteurs fixes®, et des chocs avec les autres porteurs de charge.
La densité volumique de courant j = nqt s’en déduit, en régime harmonique de pulsation w, sous la forme :

j=ngE = y(w)E

2
ng-t
= —VO_ ety = naT .
1+ iwt m
On a déja eu I’occasion de remarquer que I’ordre de grandeur des pulsations de coupure < est en genéral tres élevé’ ce qui
permet de considérer que y ~ yp ; c’est bien sdr une relation exacte en régime permanent.
Dans la suite, nous prendrons en compte I’existence éventuelle de forces magnétiques, s’ajoutant aux forces électriques

subies par les porteurs de charge mobiles, du fait justement de leur mouvement. La prise en compte de ces forces consiste a
ajouter au terme E le terme VA B, d’ou la loi d’Ohm modifiée :

ol on a posé y(w)

i=Yo(E+RJAB) (41.1)
ol on a choisi de définir la constante de Hall 8 ® par la relation® ® = 1/nq.

Champ de Hall

Considérons un barreau cylindrique conducteur d’axe Oz parcouru par un courant électrique I, que nous supposerons par
exemple uniformément réparti dans le volume du conducteur.

FiG. 41.1 — Effet Hall

Sur le schéma de la figure 41.1, le barreau étudié est un cylindre a base rectangulaire, mais cette forme n’est pas critique.
Nous supposerons qu’un champ magnétique, orthogonal aux lignes de courant, est superposé au courant électrique ; nous
noterons celui-ci B = BE,.

La présence de ce courant ne peut modifier la direction de  par rapport & une situation sans champ magnétique ; en effet,

. . - | e
les porteurs de charge ne peuvent quitter le barreau conducteur et on a toujours j = j&; = %é‘z. Pour satisfaire a I’équation

modifiée de la loi d’Ohm, c’est donc le champ électrique qui doit étre modifié; on I’écrira donc E = E,E, + E4&,, avec
&2 =Yo (Ez§z+ Exéx— R ] Béx)-

50n aici choisi la notation T pour éviter toute confusion ultérieure avec la vitesse V du déplacement du circuit, tel qu’il est envisagé plus loin.

811 s’agira par exemple des ions métalliques fixes du réseau cristallin, si le milieu conducteur est un cristal métallique.

Ceci signifie physiquement que I’intervalle de temps moyen entre deux collisions, qui est de I’ordre de grandeur de T, est faible dans un milieu
conducteur dense.

8La constante de Hall porte le nom du physicien américain EDWIN HERBERT HALL qui découvrit Ieffet Hall (cf. plus loin) en 1879

90n remarquera qu’en général la constante de Hall est négative pour les métaux. Dautre part, elle est d’autant plus élevée que le milieu comporte
moins de porteurs de charge ; certains des effets précisés ci-apres, lorsqu’ils dépendent directement de la constante de Hall, seront bien plus spectaculaires
avec les semi-conducteurs qu’avec les conducteurs.
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On en conclut que la composante axiale du champ électrique n’est pas modifiée et vérifie toujours j = yoE;; par contre, il
est apparu une composante transverse du champ électrique, dite champ de Hall, et qui vérifie Ex = R jB ou, de fagon plus
générale :

my

H=-RjAB (41.2)

L’effet Hall

L’effet Hall (I’apparition du champ de Hall) se traduit par I’apparition de différences de potentiel transversales, entre deux
points comme P et P’ sur la figure 41.1, pour lesquels on écrira :

P/
" :vp,fvp:f/EH-dr
P

. . s I .
soit, dans le cas qui nous intéresse, Vi = ﬂ{% Bb, ce qui permet donc :

— soit de mesurer le champ magnétique B si la nature du matériau est connue, c’est-a-dire si la constante de Hall R est au
préalable étalonnée pour un matériau donné. Les sondes & effet Hall sont ainsi le moyen le plus commode de mesurer le
champ magnétique ; I’association de trois sondes orthogonales permet de mesurer les trois composantes de B. On utilise
pour cela des matériaux semiconducteurs.

— soit de mesurer R, c’est-a-dire la nature des porteurs de charge dans un matériau donné©,

Effet Hall et effet de Magnétorésistance

De facon générale, on appellera champ de Hall la composante du champ électrique qui est perpendiculaire au mouvement
des porteurs de charge ; c’est aussi celle qui disparait en I’absence de champ magnétique, avec la relation :

En=—-RjAB j=Yo(E—En)

Ce champ électrique peut étre considéré comme un effet du déplacement moyen des charges mobiles dans le conducteur;
considérant par exemple le cas de la figure 41.1 et supposant que les porteurs de charge sont des électrons (g < 0), ceux-ci
se déplacent dans le sens de —& et subissent donc une force magnétique (ou force de Lorentz) dirigée selon +&x.

On observe donc une accumulation de charges négatives sur la face arriére du conducteur (point P’ par exemple), et un
défaut correspondant qui se traduit par une charge positive de la face avant (point P).

Le champ de Hall est le champ créé par ces charges; il s’applique aux charges mobiles (et compense, pour leur mouvement,
I’effet du champ magnétique) mais aussi aux charges fixes du réseau cristallin du matériau qui constitue le conducteur.

On peut noter que le champ de Hall n’existe pas toujours; en effet, il est lié a I’existence de limites latérales au volume
conducteur, sur lesquelles s’accumulent les charges électriques que le champ magnétique fait dériver. Sur le schéma de la
figure 41.1, il s’agit des plansx =0etx =b.

F1G. 41.2 — Géométrie de magnétorésistance

10Crest & partir de ce type de mesure qu’on a pu constater expérimentalement que, dans certains semiconducteurs, & > 0, ce qu’on interpréte en
considérant que la conduction électrique est le fait du déplacement de lacunes électroniques dans la structure du matériau. Ces lacunes, qui se comportent
comme des charges positives fictives, portent le nom de ‘trous’ de la structure des semi-conducteurs.
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Considérons par contre un conducteur a symétrie cylindrique, comme représenté sur la figure 41.2, soumis a un champ
électrique radial. Le milieu conducteur occupe I’espace compris entre les cylindres de rayon a et b. En présence d’un
champ magnétique aligné avec I’axe Oz du systéme cylindrique, I’expression (41.1) de la loi d’Ohm prend, en coordonnées

cylindriques, al forme :
jr E *J'e
. = B .
[Je} VO[O]HOK [ i ]

dont les solutions peuvent s’écrire :

E . .
Jr*VOW Je=YoJr

Les courants électriques volumiques tournent donc dans le milieu conducteur, sans qu’aucune limite ne leur soit imposée :
on n’observe pas I’apparition d’un champ de Hall. L’effet observé est, pour un champ électrique donné (et donc pour une
tension donnée) une diminution du courant volumique radial, donc une diminution du courant qui circule de la couronne
r = a vers la couronne r = b ; tout se passe comme si la résistance électrique augmentait, en valeur relative, de yo® 2B? ; on
parle d’effet de magnétorésistance.

41.1.2 Forces de Laplace
Expression de la force de Laplace

Considérons un milieu conducteur, globalement neutre, formé de charges électriques fixes! (densité de charges p) et de
charges électriques mobiles (densité de charges —p, vitesse U = — f/p). En présence d’un champ électrique total E; (incluant
éventuellement un champ de Hall) et d’un champ magnétique B, la force totale exercée sur I’élément de volume du milieu
conducteur prend la forme :

e

dF = pdtE; — pdTE; — pdr%p AB

soit encore dF = jdt A B. Cette force porte le nom de force de Laplace exercée sur I’élément de volume dt.

Interprétation

Les forces de Laplace nous concernent surtout dans le cas de conducteurs filiformes, dans une géométrie que est donc
proche de celle de la figure 41.1. Dans ce cas, on a vu que :

En=-RjAB
La force subie par les porteurs de charge fixe s’écrit alors :
dF = pEdt =p (E+ EH) dt
ou le second terme s’identifie a la force de Laplace :

dF — pEydt — nq%dr — JABdt

FORCES DE LAPLACE
Les forces de Laplace sont des forces électriques exercées par le champ de Hall sur le réseau cristallin du
conducteur.

110n fait donc ici I’étude des forces dans le référentiel lié au conducteur.
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Notons I’expression de la force de Laplace, selon que le modele choisi est volumique, surfacique ou filiforme :

F - s 'E - = = S
?jr inB z—szls/\B dF = 1d7FAB (41.3)

On notera que I’expression de la force de Laplace s’identifie a celle de la partie magnétique de la force de Lorentz exercée
sur les porteurs de charge mobiles ; toutefois, il s’agit d’une force totalement différente puisque :

— cette force s’exerce sur le matériau conducteur lui-méme;

— cette force est de nature électrique et non magnétique ; elle est donc susceptible de fournir un travail.

La résultante des forces de Laplacel? exercées sur un circuit fermé C s’écrit F = | ?{ dr A B et le moment en un point O de

ces mémes forces s’écrit I'o = | }1{?/\ d?/\ B).

Cas d’un champ uniforme

En particulier, le cas trés important ol le champ magnétique B est uniforme permet d’écrire F = | %d? AB =0 tandis
C
qu’on peut écrire le moment des forces de Laplace’® T = | [%d? (?- I§) — §7{?- d?} soit encore I’ = I}z{d?/\ (F’- I§)

puisque }1{?- dr= f{d (r2) = 0. Finalement, on applique a I’intégrale du définit le moment I" le théoréme du gradient, ce

c c
qui permet de I’exprimer en fonction d’une surface quelconque (S) appuyée sur le contour C :

F:l/ﬁAgm(r-@) dS:F:l/ﬁAéds
S (S

G> FORCES DE LAPLACE EXERCEES EN CHAMP UNIFORME

Le torseur des forces de Laplace exercées sur un circuit filiforme parcouru par le courant | en présence
d’un champ magnétique uniforme B est un couple, de moment : I’ = M A B, ol on a noté m le moment
dipolaire magnétique du circuit C, défini par m = 1S, si S et le vecteur surface appuyé sur le contour C.

41.2 Flux coupé

41.2.1 Travail des forces de Laplace
Expression du travail

Considérons un élément de circuit filiforme, de longueur dr, parcouru par le courant 1. Cet élément subit, en présence du
champ magnétique B, la force de Laplace dF = IdFAB.
Si cet élément de déplace de or = Vot (cf. fig 41.3), la force de Laplace fournit le travail :

daw =1 (dmé) .5F =1 (3¢ AdF)-B

ou on a fait apparaitre la surface coupée par I’élément de longueur d¥ au cours de son déplacement or :

ddS = &r AdF (41.4)

120n utilise souvent & propos des forces de Laplace I’expression incorrecte de forces magnétiques.
13Dans ce cas, le moment est indépendant du point O ot on le calcule puisque la résultante des forces est nulle : le torseur est un couple.
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F1G. 41.3 — Travail des forces de Laplace

Flux coupé

Le flux magnétique du champ B coupé par I’élément de circuit d¥ au cours de son déplacement dF vaut, par définition :

ddd. =B - ddS (41.5)
et le flux coupé correspondant a I’ensemble du circuit C est donnée par d®; = fdécbc. On exprime alors le travail des
C

forces de Laplace en fonction de ce flux coupé.

TRAVAIL DES FORCES DE LAPLACE
Le travail exercé, au cours de la durée ot, par les forces de Laplace exercées en présence du champ
magnétique B sur le circuit C s’écrit 3W = 10D.

Définition de I’ampére
Considérons deux fils rectiligne infinis, paralleles, placés dans le vide a la distance x, parcourus par un méme courant I.
Lorsque cette distance augmente de dx, le flux coupé par une longueur | d’un des fils est égal'* a |B(x) 1dx| ot on a montré

en premiére année I’expression du champ créé par un fil & la distance x de celui-ci, soit B(x) = ;Lnx
|Jo|2|

Ecrivant alors le travail de la force de Laplace sous la forme F dx, on en déduit que F = o ce qui permet d’expliciter la
définition de I’unité de base électrique du systéme international :

L’AMPERE

Q L’ampere est I’intensité d’un courant électrique constant qui, maintenu dans deux conducteurs paral-
leles, rectilignes, de longueur infinie, de section circulaire négligeable et placés a une distance de 1m
I’un de I’autre dans le vide, produirait entre ces conducteurs une force égale a 2r10~’N par métre de
longueur.

41.2.2 Flux du champ magnétique
Flux coupé et variation de flux

Considérons un circuit filiforme fermé C, mobile, soumis éventuellement & des forces de Laplace, en présence d’un champ
magnétique non nécessairement constant au cours du temps.
Le flux du champ magnétique B peut étre calculé aux instants t et t + ot par une intégrale du type :

o(t) = / B(t)-idS et d(t+8t) = / B(t+at)-AdS
(St (sitha)

14Nous ne précisons ici aucun signe, pas plus que nous n’avons indiqué le sens relatif du courant dans les deux fils.
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Fi1G. 41.4 — Variation de flux

ou la surface (S(t)) est, & I’instant t, appuyée sur le contour C du circuit fermé. On appellera alors variation de flux la
D®

grandeur d® = P(t +ot) — P(t) = Ftét'

Dans cette variation de flux, on peut distinguer deux causes, le déplacement du circuit C, qui cause une variation de flux

méme si B est constant et la variation de B au cours du temps, qui cause une variation de flux méme si C est immobile.

Pour déterminer la variation totale (due a ces deux causes) du flux magnétique, on peut (cf. figure 41.4) expliciter le flux a

I’instant t, d(t) = d;(t) + ds en sommant les champs dans la zone intérieure i et dans la zone de sortie s.

De méme, on écrit d(t + ot) = d;(t + ot) + Pe en prenant en compte la zone d’entrée e.

La différence ®;(t + &t) — d;(t), lorsque dt — O, est la variation locale du flux magnétique, qui s’écrit sous la forme
o0 . 0P 0B

Pi(t+0t) — di(t) = =6t ol — = fidS.

ot ot J ot
S

F1G. 41.5 — Flux coupé par un circuit fermé

Pour déterminer I’autre partie ®s — @, de la variation du flux magnétique, examinons la géométrie du flux coupé par le
déplacement du circuit dans la zone marquée e, comme sur le schéma de la figure 41.5.

On voit que la surface coupée d3S dans cette zone de sortie est exactement égale a I’élément de surface idS orienté par la
régle de Maxwell ; on en déduit que le flux & travers cette zone e est le flux total coupé par I’avancée du circuit C vers cette
zone d’entrée e, Pe = +0Pc,.

Dans la zone s ou le flux sort de C, on écrirait de la méme fagon ®s = —d®P¢, puisqu’il y a ici changement d’orientation
relative du déplacement dr le long du contour orienté et du déplacement &r du circuit.

Finalement, en I’absence de flux coupé ailleurs que dans les zones e et s, on a ®e — g = dPc..

VARIATION DE FLUX ET FLUX COUPE

La variation totale du flux magnétique a travers un circuit fermé est la somme de la dérivée locale de ce
flux, et du flux coupé par ce circuit par unité de temps :

DO _ 00 3
Dt ot ot
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On notera I’analogie de cette relation avec les variations totales de grandeurs extensives, telles qu’elles sont été définies
dans le cours de Thermodynamique : la variation totale (particulaire) d’une grandeur extensive est la somme de la variation
locale (sur place) et du débit cette grandeur extensive, sortant de la surface de contrdle fixe qui limite le systéme étudie.
Dans le cas d’un champ magnétostatique, on peut donc confondre les variations du flux du champ magnétique et le flux
coupé par le déplacement du circuit, ce qui permet un calcul aisé des forces de Laplace, via leur travail.

Théoréme de Maxwell

Considérons le cas particulier d’un circuit a courant | indépendant du temps, se déplacant dans une zone ou le champ
magnétique est constant. Le travail des forces de Laplace peut alors s’écrire 3W = 13D = IdD puisque la variation locale
du flux est nulle. Enfin, puisque | est constant, on en déduit I’expression :

W = —d (1)

Le travail des forces magnétostatiques est donc I’opposé de la variation d’une grandeur caractéristique de la position du
circuit étudié ; on reconnait une propriété qui définit I’énergie potentielle d’un systeme, ce qui permet donc d’écrire :

THEOREME DE MAXWELL
L’énergie potentielle dont dérivent les forces de Laplace subies par un circuit fermé parcouru par un
courant constant en présence d’un champ magnétique constant s’écrit :

Bien que les conditions d’application en soient trés restrictives, le théoréme de Maxwell peut fournir une méthode de calcul
du torseur des forces magnétiques, par I’intermédiaire de son travail lors d’un déplacement virtuel.
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JEAN-BAPTISTE BIOT (1774-1862)

42.1 Lois de base de la magnétostatique

42.1.1 Les lois de Biot et Savart

Les lois de I’électromagnétisme

Rappelons encore une fois I’expression des équations de Maxwell div E = sB fotE = 0, divB =0 et fotB = poj, la
0
condition de jauge div A = 0 et les équations de Poisson dans le cas des régimes permanents, AV = —SB et AA = —lo].
0
Ces équations montrent le découplage des équations électriques et magnétiques ; dans la suite, nous étudierons les champs
magnétiques B et les potentiels vecteurs A créés par des distributions constantes de courant volumiques j, mais aussi par
des distributions surfaciques ou filiformes.

Courants électriques

Le courant électrique est la mesure de la quantité de charge traversant une section orientée par unité de temps. C’est une
grandeur scalaire algébrique dont le signe dépend de I’orientation de cette section.

Dans le cas le plus simple, les distributions de courant sont volumiques et le courant traversant une surface (S) orientée est
donné par :

s = [ -rids
®
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ol la densité volumique  s’exprime donc en A-m~2. Toutefois, on utilise aussi des notations surfaciques pour les nappes
de courants de faible épaisseur ; rappelons alors que le courant traversant une courbe (C) tracée sur la nappe de courants (%)
est donnée par :

o = [ Ts-ri
©

ol le vecteur i est le vecteur contenu dans (), orthogonal a (C), orienté dans le sens ot on veut mesurer le courant I c,.

Ainsi, la densité surfacique de courant isse mesureen A-m~1.
Dans le cas des nappes de courant réalisées par adjonction de nombreux fils jointifs, la norme de is s’identifie avec le produit
du nombre n de fils par unité de longueur, par le courant I transporté par un de ces fils.

Forces magnétiques

On a déja noté I’expression commune de la force de Lorentz exercée par un champ magnétique sur les particules chargées
en mouvement, et de la force de Laplace exercée en présence d’un champ magnétique sur un conducteur, sous la forme
dF = jABdTt, dF = isABdS ou dF = IdF¥ A B selon la modélisation utilisée. Dans la suite, nous noterons donc :

dF =dkAB
en fonction de I’élément de courant adapté a la modélisation choisie, noté dk, et qui s’exprimeen A-m.

Le potentiel vecteur

La détermination du potentiel vecteur A passa par la résolution de I’équation de Poisson magnétostatique AA = —io]
dont la solution peut étre précisée par analogie avec I’étude des problémes électrostatiques déja présentés®, ou encore par
simplification aux équations des potentiels retardés dans le cas du régime permanent.

Nous écrirons donc simplement :

o 1l TP
PeD

dt(P) (42.1)

dans le cas de la distribution volumique de courants étendue au domaine D, ou encore :

AM) = 4m PM
PeD

dans le cas général2. On notera aussi que cette expression vérifie par construction la jauge de Coulomb div A = 0.

Le champ magnétostatique

L’expression du potentiel vecteur magnétostatique permet d’accéder au calcul du champ magnétostatique sous la forme

B(M) = fotA(M) = 2‘—% / rﬁthES)
PeD

sous le signe somme pour les intégrales dépendant d’un parametre. On calcule alors ce rotationnel au moyen de la relation
générale rot (fW) = frotW + (ﬁj f) AW soit ici, puisque di(P) ne dépend pas de M, et comme on a déja vu que
1

grady — = — ———
K-V N TVER

, sous réserve de vérifier les conditions d’application du théoréeme de dérivation

il vient :

111 suffit en effet de projeter I’équation de Poisson magnétostatique sur un axe cartésien pour obtenir AAy = —g jx qui est formellement analogue &
I’équation de Poisson électrostatique AV = *a% a condition de remplacer p par la composante adaptée jy de J, et % par po.

2Comme dans le cas électrostatique, cette expression suppose implicitement que le potentiel vecteur s’annule & I”infini. Cette expression peut donc ne
pas étre adaptée a certains exercices excessivement simplifiés, c’est-a-dire que I’intégrale ci-dessus ne converge pas forcément lorsque la distribution 2
s’étend jusqu’a I’infini. Si c’est le cas, on devra procéder au calcul direct du champ magnétique selon une des méthodes présentées plus bas.
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ﬁ(M)%/%dT(P) (42.2)

PeD

qui constitue la loi de Biot et Savart® dans le cas volumique, qu’on peut encore écrire sous une forme indépendante de la
modélisation choisie :

. _&/dk’(P)/\P_M
PM3

BM) = 41
PeD

Symétries positives des courants

Considérons une certaine distribution de courants D, invariante par une symeétrie Tt relativement & un certain plan M., ce
qui signifie que les éléments de courant dK(P) et dk(P’) disposées en deux points P et P’ = 11(P) symétriques relativement
a I sont également symétriques : dk(P) = 1t[dK(P)].

On peut calculer les champs magnétostatiques B(M) et B(M’) en deux points symétriques par rapport & I, par des inté-
o dR(P)PM . po dr(P')P'M’

grales analogues; en effet, les termes —

ERTYE o PMB sont antisymétriques par rapport a ... Pour s’en

dKy X
convaincre, on peut traiter M. comme plan Oxy et donc écrire dK(P) = | dky | et PM = | y | soit encore dk(P') =
dKz z
dKy X zdky — ydK; —2dKy +ydK;
dky |etP’M = | y | d’ouenfindk(P)APM = | xdk;—zdky | etdR(P')AP'M' = | —xdk;+zdky | avec
—dKz R4 ydKx — XdKy ydKx — XdKy

comme annoncé une relation d’antisymétrie :

—

dk(P') AP'M = —Tt[dK(P) A PM]

Q SYMETRIES POSITIVES DU CHAMP MAGNETOSTATIQUE

Les champs magnétostatiques B(M) et B(T(M)) en deux points M et 1i(M) symétriques relativement & un
plan de symétrie des courants I, sont eux-mémes antisymétriques par rapport a ce plan :

B(n(M)) = _n(ﬁ(M))

Un cas particulier important est celui d’un point M situé sur le plan de symétrie lui-méme; ce point est confondu avec
I’opposé de son symétrique :

B(M) = —n(ﬁ(M))

ce qui n’est possible que si ce vecteur B(M) est lui-méme orthogonal au plan 1, :

SYMETRIES POSITIVES DU CHAMP MAGNETOSTATIQUE
G> En un point M € M, d’un plan M, de symétrie des charges, le champ magnétostatique B(M) est ortho-
gonal a ce plan :

Mef,=BM) LN,

On notera bien slr que ces propriétés de symétrie sont en quelque sorte orthogonales a celles vues pour le champ électro-

statique®. On retient parfois cette différence en notant que :

— Le champ électrostatique est un vecteur polaire, de méme que tous les vecteurs qui ont les symétries des sources, et ne
dépendent pas du choix d’orientation directe ou indirecte de la base d’étude (c’est aussi le cas de j et A).

— Le champ magnétostatique est un vecteur axial, qui a une symétrie opposée a celle de ses sources, se détermine® et

3Dans la plupart des pays, cette loi est connue sous le nom de loi de Laplace. En France, la loi rappelle le nom des physiciens JEAN-BAPTISTE B1OT
(1774-1862). qui travailla dans divers domaines de la Physique : Astronomie, Thermodynamique, Electromagnétisme, et FELIX SAVART (1791-1841), qui
travailla sous la direction de Biot dans le domaine de I’acoustique.

4Ceci ne signifie pas bien sir que ces deux champs sont systématiquement orthogonaux. En particulier, les plans de symétrie des charges ne sont pas
nécessairement identiques aux plans de symétrie des courants, pour un probléme électromagnétique donné.

5Ce champ s’exprime selon la loi de Biot et Savart.
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s’exprime® par un produit vectoriel ; ce vecteur dépend donc du choix d’orientation directe de la base d’étude. Notons
gu’un choix indirect change deux sens consécutifs, et ne modifie en fin de compte pas la relation entre les sources du
champ et les forces exercées sur les particules d’épreuve.
On retiendra I’importance du choix d’une base orthonormée directe pour déterminer le champ magnétostatique et utiliser la
loi de Biot et Savart.

Symeétries négatives des courants

Considérons maintenant une certaine distribution de courant D, invariante par la composition d’une symétrie Ttrelativement
a un certain plan d’anitisymétrie (ou plan de symétrie négative) N _, et de I’opération de conjugaison de charge qui change
tous les courants en leurs opposés.

Comme dans le cas électrostatique, on montre immédiatement que :

SYMETRIES NEGATIVES DU CHAMP MAGNETOSTATIQUE

Les champs magnétostatiques B(M) et B(T(M)) en deux points M et 1i(M) symétriques relativement & un
plan de symétrie négative des courants 'l _, sont eux-mémes symétriques par rapport a ce plan :

B(m(M)) = n(ﬁ(M))

Un cas particulier important est celui d’un point M situé sur le plan de symétrie lui-méme ; ce point est égal a son symétrique,
ce qui n’est possible que si ce vecteur B(M) est lui-méme contenu dans le plan M_ :

SYMETRIES NEGATIVES DU CHAMP MAGNETOSTATIQUE
En un point M € M_ d’un plan M_ d’antisymétrie (ou de symétrie négative) des courants, le champ
magnétostatique B(M) est contenu dans ce plan :

Mecn_ =BM)el._

Invariances du champ

Considérons enfin une opération affine quelconque (translation, rotation) qui laisse invariante la distribution D ; le passage
du point M a son image M’ par cette opération affine s’accompagne de la méme opération pour les forces magnétiques,
donc, & un changement de signe prés, pour les diverses composantes du champ B.

Nous nous servirons en général de cette propriété sous une forme restreinte, mettant a profit le caractére isométrique des
transformations citées :

Si une distribution de courants électriques est invariante par une certaine isométrie affine, la norme du
champ magnétostatique est invariante par la méme isométrie.
L utilisation successive des propriétés de symétrie, puis d’invariance, permet souvent de simplifier un probléme magnéto-
statique et de déterminer le champ a partir d’une propriété globale : le théoréme d’ Ampére.

G> INVARIANCES DU CHAMP MAGNETOSTATIQUE

42.1.2 Le théoreme d’Ampere
Enoncé du théoréme d’Ampére

Le théoréme d’ Ampére s’exprime, en régime statique, sous une forme simplifiée par rapport au cas général, du fait de la
disparition du courant de déplacement :

THEOREME D’ AMPERE
G> Sur toute contour fermé orienté (C), la circulation du champ B le long de (C) est égale au courant Is
passant a travers toute appuyée sur (C) et orientée par (C), multiplié par o :

7{ g-d?z HOI(S)
©

6Ce champ s’exprime par ses conséquences mécaniques, les lois de force de Lorentz et Laplace.
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On remarquera que le choix de la surface (S) appuyée sur (C) est indifférent; ce résultat est connu sous le nom de conser-
vation du flux magnétique.

Il reste naturellement possible d’utiliser le théoréme d’Ampére, soit sous sa forme locale fotB = o], soit sous la forme
équivalente de I’équation de Poisson AA = —|p].

AEQS

Les résultats établis dans ce chapitre resteront valables en régime variable, & la condition qu’on puisse négliger le courant
de déplacement devant les autres termes de I’équation de Maxwell-Ampére.

On a déja montré que ce courant de déplacement est toujours négligeable a I’intérieur des conducteurs devant le courant
de conduction; il reste a préciser a quelle condition cette approximation (dite approximation des états quasi-stationnaires
ou AEQS) reste raisonnable dans le vide qui entoure les conducteurs, porteurs des courants sources de B. Pour cela, nous
traiterons, dans le vide, les équations de Maxwell en termes d’ordres de grandeur, ce qui méne a :

. B E B
E=-53=1~7

si L et T désignent respectivement les dimensions caractéristiques des variations spatiale et temporelle des champs. De
méme, on obtient la condition d’AEQS en écrivant :

1€ E B
c2 ot c2T ¢2T2

- -~ B L R . . s
et ce terme sera négligeable devant rotB ~ L seulement si T < € ou, ce qui revient au méme, si on peut négliger les
phénomenes de propagation :

G> CONDITION D’AEQS
La détermination des champs magnétiques en régime variable peut se faire dans le cadre de I’AEQS
(expressions magnétostatiques) si les dimensions caractéristiques L du systeme étudié et les durées ca-
ractéristiques T de variation des grandeurs électriques et magnétiques vérifient :

L<<C
T

Ainsi, pour un circuit électrique ordinaire (L ~ 1 m), on devra imposer T <300 MHz ; ou encore, pour le courant industriel,

1 .
T= 50 Hz et on devra imposer L < 6000 km.

Ces conditions, somme toute peu restrictives, seront souvent vérifiées; si elles ne le sont pas, on se trouve devant I’étude
d’un probléme de propagation électromagnétiquedes champs couplés E et B. Par contre, dans le cadre de I’AEQS, le calcul
de B peut étre traité de maniére autonome; on verra au chapitre prochain comment I’effet des variations de B impose de
prendre en compte un couplage partiel entre B et E, qui porte le nom d’induction électromagnétique.

Relations de passage

On peut aussi utiliser les relations de passage, qui gardent un régime statique la méme forme qu’en régime variable; si la sur-
face de séparation de deux milieux (1) et (2) porte le courant surfacique is, la discontinuité finie du champ magnétostatique
est donnée par :

B2 — B1 = HolsAfi1—2

Le champ B étant continu par morceaux, on continuera & chercher pour le potentiel A une solution fonction continue de
I’espace.
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42.2 Dip0les magnétostatiques

42.2.1 Dipoble magnétique actif
Distribution dipolaire magnétique

Tous les circuits électriques sont fermés, ce qui impose au champ magnétostatique créé par toute distribution une structure
dipolaire a grande distance de la source (le terme monopolaire est nul, ce qui correspond aussi au fait qu’il n’existe pas de
charge magnétique dans les équations de Maxwell).

Nous n’aurons donc aucune raison de restreindre la définition des structures dipolaires magnétiques par une condition
analogue a Q = 0 imposé dans le cas du dipdle électrostatique.

Nous avons aussi déja eu I’occasion dé définir un moment dipolaire magnétique ; une distribution dipolaire magnétique est
donc simplement une distribution & moment dipolaire magnétique non nul (cf. ci-apres).

Moment dipolaire magnétique

Le moment dipolaire magnétique d’un circuit filiforme fermé parcouru par un courant | a été défini par la relation @ = 1§
si S et le vecteur surface appuyé sur le contour (C) :

a:|§=/|ﬁds (42.3)
©

Remarquons encore qu’on peut choisir pour surface (S) appuyée sur le contour fermé (C) un cdne de sommet O extérieur a

S 1 N .
(S), pour lequel on montre immédiatement que AdS = E?A dr, d’ou I’expression :

1 o
m=- ¢ TrAldF
m=3 7{
©
ou encore, sous une forme générale, indépendante de la modélisation des courants :

L1 B N R
me/?/\dKfE/?/\defE/?/\lst
D D D

Le potentiel vecteur dipolaire

Considérons a nouveau la modélisation filiforme des courants ; nous cherchons une expression du potentiel vecteur magné-
N . - | ar . ., . - .
tique a partir de A(M) = t%_[ 7{ =] a développer au premier ordre non nul si la distance PM est toujours grande devant
Pe(C)

. . - - . o I 1
les dimensions de (C). Nous utiliserons pour cela le théoréme de Kelvin sous la forme A(M) = % / A ﬁjpmds

Pe(9)
N . — 1 PV . . . TN ) s . .
ou I’expression exacte grad PEM = PM3 doit seulement étre développee ici a I’ordre zéro (puisqu’il s’agit d’une déri-
) N Lo 5 A — 1 OM .
vée premiére du terme qu’on souhaitait développer & I’ordre un); il vient donc grad PoM = OMBE et le potentiel vecteur
L. . - . “OI / Ogi .
magnétique devient A(M) = an fdSA OM?Z ou encore :
Pe(9)
- HoﬁiAOVi
AM)= ——— 42.4
(M) 4TIOM3 (42:4)

pour un dip6le magnétique m disposé au point O. Notons aussi I’expression obtenue en coordonnées sphériques (r,0,¢)
d’axe (0,m) :

_ Homsin 8é,¢

A(r) e7¢) 4T[I’2
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Le champ dipolaire

Le calcul direct du rotationnel de I’expression ci-dessus se méne aisément en coordonnées sphériques ; on obtient :

B(r,6,0) = EO—T;“B [2.c0s B8, + 5in OF) (42.5)

qui est bien sar formellement analogue a I’expression du moment dipolaire électrique, a condition de faire les substitutions
p—met o Mo ; on peut donc aussi utiliser I’expression intrinséque du méme champ, qui prend la forme (indépendante
de tout systeme de coordonnées) :
B = L2 [3r(m-1) - r?]
4mrd

Enfin, les lignes de champ du champ dipolaire magnétique ont la méme structure que celles du champ dipolaire électrique
(& grande distance du dipdle) puisque les deux expressions sont identiques ; la forme des lignes de champ correspondantes
est rappelée sur la figure 42.1.

Fi1G. 42.1 - Lignes de champ du champ dipolaire

42.2.2 Dipble magnétique passif

Torseur des efforts subis

Un dipdle magnétique passif est un circuit dont les dimensions sont réduites devant la dimension caractéristique de variation
spatiale du champ magnétique extérieur qui agit sur ce dip0le ; ce cas a déja été traité au chapitre précédent, ol on a montré :

DIPOLE MAGNETIQUE PASSIF

Le torseur des forces de Laplace subies par un dipdle magnétique passif sous I’action d’un champ ma-
gnétostatique extérieur By est un couple, de résultante nulle et de moment :

F=mA go
On notera bien sOr que I’analogie est compléte avec le cas du dipdle électrostatique passif.

Energie potentielle d’interaction

Considérons un dipble magnétique dont le courant électrique | est constant, subissant les actions extérieures (forces de
Laplace) causées par un champ magnétostatique Bog.
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Il s’agit d’un circuit placé dans les conditions d’application du théoréme de Maxwell, donc pour lequel I’énergie potentielle
d’interaction avec I’extérieur s’écrit :

Ep:fICD:fl/ﬁoﬂdS
®

qui s’écrit donc encore sous une forme analogue a celle déja trouvée pour le dipdle électrique passif’ :

DIPOLE MAGNETIQUE PASSIF
L’énergie potentielle d’interaction entre une distribution dipolaire de courants de moment m avec un
champ magnétique extérieur By a comme expression :

On retrouve I’interprétation déja établie dans le cas €électrostatique : I’interaction du champ extérieur et de la distribution
dipolaire a pour effet d’aligner le vecteur m et le vecteur By ; lorsque cet alignement est réalisé, un état d’équilibre stable
(minimum d’énergie potentielle) est réalisé.

Ce résultat était prévisible : le méme torseur correspond & la méme énergie potentielle d’interaction, si les conditions de cette interaction sont les
mémes.



Induction électromagnétique

MICHAEL FARADAY (1791-1867)

43.1 Lois de I’induction

43.1.1 Phénomeénes d’induction
Le cadre de I’étude

Nous nous placerons, dans tout ce qui suit, dans le cadre de I’approximation des états quasi-stationnaires : le champ magné-

tique ﬁ(?,t) sera déterminé en tout point F et a tout instant t par application des lois de la magnétostatique, ce qui suppose

a priori qu’on n’étudie que des champs & variation suffisamment lente.

Nous montrerons comment les variations apparentes du champ magnétique subi par un conducteur électrique se traduisent

par des phénomenes de nature électrique, les tensions ou courants induits. Les causes de ces phénoménes peuvent étre :

— soit une variation du champ magnétique lui-méme, sous la forme d’une loi B(t) ; on parlera de phénoménes d’induction
de Neumann;

— soit un déplacement du circuit électrique dans une zone ou le champ magnétique est invariable ; on parlera de phénoménes
d’induction de Lorentz;

— soit les deux & la fois.

Courant et différence de potentiel

En présence d’un champ variable, I’expression reliant le champ électrique aux potentiels s’écrit :

e
E=—gradV — —
grad 5

ce qui montre qu’on ne peut plus, en présence d’un champ magnétique variable, égaler simplement la différence de potentiel
a la circulation du champ électrique.
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Notons toutefois que le champ électrique E ci-dessus est a priori exprimé dans un référentiel (R) fixe, relativement auquel
le circuit étudié est éventuellement mobile.

Dans le référentiel mobile (R’) lié au conducteur, le champ électrique sera noté E’; c’est ce champ qui est directement
ressenti par les charges mobiles du conducteur. Pas plus que E, E’ n’est pas égal & —ﬁjv.

Dans un circuit fermé constitué de milieux ohmiques, le courant électrique est relié au champ électrique par la relation
constitutive j = yE’; si on considére un circuit AB de longueur d et de section S constante, la loi d’Ohm prend alors la
forme intégrale :

: :
Id:/sf-d?:ys/ﬁ’-d?
A A

ou encore, en introduisant la résistance électrique R = yﬁs du circuit :

| B

— = _‘/.

- /E dr
A

Ainsi, le courant électrique reste bien proportionnel a la circulation du champ électrique E’ ressenti dans le référentiel du
conducteur mobile.

43.1.2 Champ électromoteur
Définition

On appelle champ électromoteur la partie du champ électrique E’ qui n’est pas égale & —gradV :

= —

E' = Epn—gradV (43.1)

ce qui permet d’écrire la loi d’Ohm dans une portion de conducteur chmique telle que celle décrite plus haut sous la forme :

B
E:/Em~d?+V(A)*V(B)

A

ou on remarquera que le courant | est par hypothése compté positivement s’il passe de A vers B.

Force électromotrice
La relation ci-dessus peut encore étre écrite sous la forme d’une modélisation électrocinétique de Thévenin :
V(B)-V(A)=U=¢eyn—RI

ou la remontée de tension le long du circuit AB contient un terme ohmique ‘ordinaire” —RI et un terme supplémentaire, dit
de force électromotrice induite! par les variations de A ou le déplacement du circuit :

B
o — / E..dr (43.2)
A

10n peut bien sir aussi rencontre des forces électromotrices d’origine différence de celle considérée ici (les phénoménes d’induction) ; toutefois, ces
forces électromotrices ne prennent pas naissance dans des milieux ohmiques. Ici, il suffit qu’un milieu conducteur soit mis en mouvement ou soumis a un
champ magnétique variable.
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Expression du champ électromoteur

On a eu I’occasion d’affirmer la relation, d’origine relativiste, qui relie les champs électriques E et E’ dans deux référentiels
différents, sous la forme :

E'=E+VAB

ouV est la vitesse relative du référentiel (R’) par rapport au référentiel (R), c’est-a-dire la vitesse du conducteur relativement
au référentiel galiléen dans lequel on exprime les champs B et E2.

Il est d’ailleurs possible de donner une justification qualitative a cette relation dans le cadre classique ; si on note U la vitesse

des porteurs de charge (électrons, dans le cas d’un conducteur métallique) relativement au conducteur mobile, leur vitesse
relativement au référentiel (R) est U+ V et la force de Lorentz exercée sur ces électrons s’écrit :

lf:—e(ﬁ+\7/\l§+ﬂ/\§)

et tout se passe donc comme si le conducteur était fixe, a condition de remplacer E par E' = E +V AB.
Ainsi, le champ électromoteur est donné par le relation générale :

En= -2 .
m o + VAB (43.3)
—~ Lorentz
Neumann

ou le premier terme est le champ électromoteur de Neumann, qui décrit les effets d’induction en présence d’un champ
magnétique variable, et le second est le champ électromoteur de Lorentz, qui décrit les effets d’induction dus au déplacement
du circuit. Ces termes permettent de déterminer la tension observée aux bornes du conducteur si le circuit est ouvert (cette
tension est alors égale a em) ou le courant induit dans le circuit s’il est fermé (ce courant est alors égal i = e/R).

43.1.3 Lois de Lenz-Faraday
Induction de Neumann

Considérons une situation d’induction de Neumann seulement (champ magnétique variable devant un circuit fixe) le long
d’un circuit électrique fermé (C).
On peut écrire la forme électromotrice induite le long de ce circuit sous la forme :

emfff— dr

ou on remarque que, pour toute surface (S) appliquée sur le contour (C), le flux du champ magnétique vaut :
¢:/§-ﬁdS: fﬂ-d?
© ©

ce qui permet d’écrire encore :

00 3B

ot ot
(S

-idS (43.4)

em:_

ou la notation en dérivée partielle % rappelle qu’on étudie ici une variation de flux a circuit fixe, due aux seules variations
de B(t).

20n notera aussi que, au méme ordre d’approximation, les champs magnétiques B et B’ dans (R) et (R’) sont identiques.
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Induction de Lorentz

Considérons maintenant une situation d’induction de Lorentz seulement (champ magnétique invariable appliqué a un circuit
mobile) le long d’un circuit électrique (non nécessairement fermé) (C).
On peut maintenant écrire la forme électromotrice induite le long de ce circuit sous la forme :

em = / (V 1B) -d?:—/ (Vnr) B
© ©
ce qu’on peut encore écrire en faisant apparaitre le déplacement 87 = V &t d’un élément du circuit (C) sous la forme :
emdt = — / (3¢ AdP)-B
©

ou on reconnait le flux coupé par le circuit (C) lors de son déplacement :

S = / B(t)- d3Se (43.5)
©

Cas géneral

En présence des deux phénomeénes d’induction simultanément, on doit ajouter les deux causes de variation du flux magné-
tique : champ variable et circuit mobile; on a déja montré que la somme de la variation locale du flux et du flux coupé
représente la variation totale du flux du champ magnétique.

Lol DE LENZ-FARADAY
La force électromotrice induite le long d’un circuit fermé quelconque s’écrit :
o — DO 0 feloo
mT Dt ot at
—— N——"

Neumann Lorentz

Nous allons dans la suite développer des méthodes de calcul du flux magnétique, dans le but de calculer la force électromo-
trice induite par ses variations.

43.2 Calcul de flux magnétique

43.2.1 Coefficients d’inductance
Le systéme étudié

Etudions un systéme de N circuits électriques Ck, chacun d’eux étant parcouru par le courant électrique lx. Ces courants
sont la source d’un champ magnétostatique B, qui dérive du potentiel vecteur A ; nous cherchons ici a calculer le flux ®y du
champ magnétostatique B a travers I’un des circuits Cx :

O — / B(P) - fidS,
Pee(S)

ou I’intégrale porte sur une surface quelconque (Sk) appuyée sur le contour du circuit Cy.
On peut aussi calculer le méme flux par la relation :

oy = }1{ A(Py) - dMy
Pee(Ge)

ol on a noté dP; le déplacement dOPy le long du contour k.
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Flux du champ magnétique

Le potentiel vecteur A est créé par les différents circuits Cp et peut, compte tenu des résultats généraux du cours de magné-
tostatique, s’écrire sous la forme :

N
AP =S Ap(Py)
p=1

ou le potentiel vecteur ﬁp(Pk) est celui créé en Py par le p-iéme circuit, sous la forme :

& - dP
Ro(P) = 12 ?{ |yt p

T 4m PPoPx
PpeCp
N
ce qui permet encore d’écrire ®y = Z ®p_k, ou le flux du champ magnétique créé par le circuit p a travers le circuitk a
p=1

pour expression :

o |J.0|p / dﬁk . dﬁp
—k — —_—
P am PxPp
peCp
Reed

Coefficients d’inductance

Le terme écrit ci-dessus peut s’écrire sous la forme ®p,_x = Mplp, 00 on a introduit le coefficient d’inductance mutuelle
M des circuits Cp et (i ; par construction, I’intégrale qui définit My, est symétrique :
o / dPy-dP,
k= 71— YN
P an PxPp
PpeCp
Acedic

ce qui permet d’écrire :

Le coefficient d’inductance M, porte le nom de coefficient d’inductance propre du circuit Cp, et on le note £,. On retiendra
I’expression générale du flux du champ magnétique a travers le circuit Cy :

Py = Lilp+ iﬂ/[kplp (43.7)
bk
Auto-induction
L’écriture de la forcé électromotrice induite a travers le circuit fermé (i fait apparaitre la loi électrocinétique :
U =0=ex—Rklk
ou U = 0 puisque le circuit est fermé. Dans le terme ey, on distinguera la force électromotrice autoinduite :

i 0 dly

a__ Y N .
e =~ (k) = L
ce qui permet encore d’écrire :

dlg
ext

e =Rl —
K klk + L it
o la force électromotrice externe e prend en compte :

— les variations des flux ®,_., envoyes par les circuits Cp (p # k) a travers le circuit G ;

— I’éventuel flux coupé par le déplacement du circuit Cx.
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43.2.2 Energie magnétique
Expression de I’énergie magnétique

On peut déterminer de deux maniéres différentes I’énergie magnétique du systeme de circuits décrits ci-dessus. On peut
d’abord définir cette énergie comme le travail réversible qui sera fourni par I’ensemble des générateurs électriques imposante
le passage progressif d’un état initial sans courants (I = 0, P, = 0) & I’état final décrit ci-dessus (Ix # 0, Py # 0)3.

Pour atteindre cet état au cours d’une transformation réversible, chaque circuit doit étre connecté a un générateur qui
compense exactement a chaque instant la force électromotrice induite ; par exemple, dans I’état Aly, A®y (avec 0 < A < 1),
le circuit (i doit étre relié & un générateur qui impose la tension :

dA
eG, = +¢ka

lors du passage du courant Aly ; la puissance fournie s’integre pour donner le travail électrique recu par le circuit Cx :

1
A
Wk = /q)ki—t)ﬁkdt
A=0

soit bien s{r, en sommant sur tous les circuits en présence :

N
W= k®Pr=2 5 > Malkh (43.8)

k=1p=1

N =

N =
Mz

k=1

©

Naturellement, on peut aussi se servir de la définition déja donnée de I’énergie magnétique :

1 [ B2

Wan=> [ —
™2 Jr3 o

(43.9)
qui fournit d’ailleurs une méthode de calcul des My .

Propriétés des coefficients d’inductance

Nous nous contenterons ici de remarquer que, pour toute répartition des courants I, I’énergie magnétique Wy, doit étre
strictement positive (sauf si les courants sont tels que le champ magnétique s’annule en tout point de I’espace). Dans le cas
ol un seul circuit transporte un courant, on en déduit que :

1
Wi = Ezklﬁ >0

ce qui impose bien sOr que £y > 0 pour tout circuit k. Remarquons par contre qu’il n’est pas possible de fixer le signe des
coefficients mutuels My puisqu’ils dépendent de deux orientations arbitraires indépendantes.
Dans le cas de deux courants que nous supposerons non nuls, on a de méme :

1 1
W = §L1|f+ §L2|22+M12|1|2 >0

ou encore, mettant en facteur If et faisant apparaitre un trinbme en x = I,/11, on doit imposer a ce trinbme d’étre toujours
positif, d’ou :
|Mia| </ LaLp

SCette transformation est ici envisagée sans déplacer les circuits, donc en présence seulement d’effets d’induction de Neumann.
4Un développement d’analyse vectorielle permet de montrer I’identité des deux expressions. Donnons-en seulement le principe : on identique le terme

B2 4 B-fotA qu’on transforme en une somme de deux termes, 1’un en div (ﬁ\/\ I§>, et I'autre en A - fotB (ce qui revient a une intégration par parties).

Le terme en divergence disparait grace au théoreme d’Ostrogradski, tandis que I’autre se transforme, grace au théoreme d’Ampere, en intégrale de Nﬁ
et on retrouve dans cette intégrale une somme de termes exactement analogue a ceux qui définissent les M. Cette démonstration ne figure pas a notre
programme, mais ne présente pas de difficulté particuliere.
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Loi de modération de Lenz

Considérons d’abord le cas d’un circuit qui ne subit que des effets d’auto-induction. Une augmentation du courant Iy dans
ce circuit se traduit par une force électromotrice auto-induite négative (puisque Ly > 0), ¢’est-a-dire qui tend a diminuer le
courant l.

Cette propriété prend le nom de loi de Lenz sous la forme générale suivante : les effets d’induction tendent a limiter les
variations du courant électrique imposées par I’opérateur aux circuits étudiés.

43.3 Applications

43.3.1 Courants de Foucault
Courants induits en volume

Considérons un milieu conducteur parcouru par un courant électrique variable 1(t) ; ce courant est lui-méme le siége d’un
champ magnétique propre variable I§p(t), donc d’effets d’induction.

Le champ propre peut étre superposé au champ extérieur Be(t), lui méme éventuellement variable.

L’ensemble des effets d’induction imposés par cette variation temporelle du champ extérieur peut étre décrit au moyen d’un
champ électromoteur de Neumann; il apparait donc, dans ce milieu conducteur, des courants induits en volume ou courants
de Foucault, donnés par :

J=-Y ot

dont on remarquera simplement qu’ils augmentent a haute fréquence.

Cette situation peut étre mise en jeu de différentes facons :

— Le champ magnétique est créé de facon prépondérante de I’extérieur du milieu conducteur étudié, dans le but de faire
apparaitre ces courants induits en volume : il s’agit des systemes de chauffage par induction ou d’alimentation électrique
(de batteries, etc.) par induction.

Ces systemes présentent I’avantage d’un transfert d’énergie sans contact.

— Le champ magnétique peut étre exclusivement constitué du champ propre (créé par un fil & I’intérieur de son propre
volume) ou du champ créé dans le circuit électrique utilisé dans les piéces métalliques non conductrices de ce circuit
(bati d’une machine, noyau de fer doux d’un électro-aimant, etc.). Ces courants induits en volume se traduisent alors par
une augmentation des pertes d’énergie par effet Joule en haute fréquence.

Pour éviter cet effet indésirable, on peut utiliser des matériaux métalliques feuilletés, ¢’est-a-dire découpés par des feuilles
isolantes perpendiculaires aux lignes de courant prévisibles des courants de Foucault.

— Enfin, les courants induits en volume créent a leur tour un champ magnétique (champ propre) qui, vu la loi de Lenz,
s’oppose aux variations du champ magnétique imposé. Ainsi, le champ propre diminuera a chaque fois que le champ
extérieur augmentera; ainsi I’effet observé sera une atténuation du champ imposé. On va voir que cette situation s’identifie
avec I’étude de I’effet de peau ou effet Kelvin.

Effet de peau

On peut souvent traiter I’ensemble des phénoménes d’induction par le calcul du champ magnétique extérieur (dans le cadre
de I’AEQS), suivi de la détermination du champ électromoteur ou de la force électromtrice, qui permet enfin de déterminer
les courants induits.
Une telle situation simple n’est cependant pas toujours possible, en particulier si le champ du aux courants induits n’est pas
négligeable : il faut tenir compte de I’auto-induction.
Toutefois, il existe des cas ou le coefficient d’auto-induction £ n’est pas connu; c’est le cas de tous les conducteurs parcou-
rus par un courant de haute fréquence. La seule solution est alors la détermination couplée des champs et des courants, par
la résolution des équations de Maxwell qui, dans un milieu conducteur et dans le cadre de I’AEQS, prennent la forme :
. - o = . 0B o
divB=0 divE=0 j=VE fotE = —— rotB = o j
—— ot ————
Loi d’Ohm

———— . 1 .
Loi de Faraday Loi d*Ampere

ce qui mene, en régime sinusoidal permanent de pulsation w, a I’équation de diffusion de Kelvin :
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A] = poyiwj AB = jioyiwB

qui traduit I’atténuation du champ magnétique et du courant en profondeur dans le milieu conducteur, avec I’épaisseur
caractéristique (épaisseur de peau) :

5= —— (43.10)

43.3.2 Electromécanique
Bilans énergétiques
Considérons un circuit fermé en mouvement, parcouru par un courant électrique | crée, au moins pour partie, par des effets

d’induction de Lorentz associés a la force électromotrice e, = —WC mais qui subit aussi, du fait de la présence simultanée

d’un circuit mobile et d’un champ magnétique, des forces de Laplace qui fournissent le travail mécanique W, = 18dc.

Le travail électrique recu pendant la durée &t par le circuit de la part des forces électromotrices de Lorentz s’écrit dWe =
el = —0Wn.

ce qui permet de proposer un bilan énergétique général des systemes électromécaniques.

SYSTEMES ELECTROMECANIQUES

Un systeme électromécanique est décrit par une équation électrique, faisant intervenir la force électro-
L N od . , . —

motrice induite par le mouvement du circuite = —?C, et par une ou plusieurs égquations mécaniques,

faisant intervenir le travail des forces de Laplace influant sur le mouvement du circuit, W, = 10®c.

La somme des travaux algébriquement regus par le circuit de la part des forces mécaniques de Laplace
et de la part des générateurs induits de Lorentz est nulle, dWp, + dWe = 0.

Selon le signe des termes dW,e et W, un systéeme électromécanique peut étre un générateur électrique (dynamao, alternateur)
ou un moteur a alimentation électrique (moteurs a courant continu ou alternatif).

Générateurs

.

Les générateurs de courant électrique vérifient Wy, > 0 = Pg = | 5

au reste du circuit.

La description de principe d’un générateur de courant alternatif (alternateur) est donc un systeme mécanique qui impose la
rotation a vitesse angulaire constante d’une bobine devant un aimant fixe ; le flux coupé varie alors de maniere sinusoidale,
de méme que le courant produit.

Le dispositif mécanique qui impose la rotation de la bobine mobile, appelée en général rotor, doit en permanence vaincre
les effets de freinage des forces de Laplace, donc fournir au moins la puissance Pg au systéme.

Le rendement de conversion électromécanique d’un tel systéme est toujours inférieur a I’unité ; en effet, le dispositif méca-
nique doit aussi vaincre les frottements mécaniques, et une partie de la puissance Pg est dissipée en effet Joule a I’intérieur
de I’alternateur lui-méme.

> 0, ou Pg est la puissance fournie par le générateur

Moteurs

) . - o N . N .
Les moteurs électriques vérifient We > 0 = Py = —l—— > 0, ol Py, est la puissance mécanique fournie par le moteur au

reste du systéme mécanique auquel il est couplé. o

On peut décrire le schéma de principe d’un moteur en courant alternatif (moteur asynchrone de Tesla) en citant une alimen-
tation électrique qui impose un champ magnétique tournant a vitesse angulaire constante den présence d’une bobine mobile.
La bobine qui crée le champ magnétique tournant est le stator, et la bobine mobile, reliée par I’arbre moteur au dispositif
mécanique entrainé en rotation, est le rotor.
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Le flux coupé dans le rotor varie alors de maniére sinusoidale, a une fréquence qui dépend de la différence des vitesses
angulaires de rotation du rotor et du champ magnétique imposé par le stator. Les forces de Laplace sont également variables
de facon sinusoidale mais on peut montrer que, dans les conditions normales de fonctionnement, elles sont motrices en
moyenne.

Le dispositif électrique qui alimente le stator doit vaincre les effets de modération de la force électromotrice induite. Il doit
donc fournir au moins la puissance Pny, au systéme.

Notons encore une fois que le rendement de conversion electromécanique d’un tel systeme est toujours inférieur a I’unité;
en effet, le dispositif électrique dissipe aussi de la puissance par effet Joule dans les deux bobines (rotor et stator), et la
puissance mécanique développée doit encore vaincre les frottements mécaniques.

43.3.3 Exemple de convertisseur électromécanique

On réalise un convertisseur (ou transducteur) électromécanique fonctionnant en courant continu en associant (cf. fig. 43.1)
une route meétallique de rayon a pouvant tourner autour de son axe Oz et des frotteurs disposés en son centre C et a sa
périphérie P pour assurer le passage d’un courant électrique i.

F1G. 43.1 — Transducteur en continu (roue de Barlow)

L’ensemble est alimenté par un générateur de force électromotrice E et de résistance R ; le couplage électromécanique est
assuré par le champ magnétique statique B = B&,, orthogonal & la roue.

Celle-ci tourne a la vitesse angulaire @ = we;; son inertie est caractérisée par le moment d’inertie J autour de I’axe de
rotation, et les actions mécaniques (autres que les forces de Laplace) ont pour moment relativement a cet axe I = I'€,.
Remarquons d’abord que, quelle que soit sa forme, une ligne de courant OP balaye, au cours de la durée ot, une surface
égale a I’aire du triangle S = %a2|w|6t ; le flux coupé s’écrit donc, compte tenu des orientations :

BaZw

6@(; = — 6‘:

On en déduit I’équation électrique, en fonction du coefficient d’auto-induction L :

3D, Ba?w . di
E7W7E+T7R|+La

ou on remarque I’expression de la force électromotrice induite totale, due aux phénomenes de Lorentz et de Neuman :

d3c 0 ob.  di
ot o ot dt

D’autre part, le moment des forces de Laplace est donné par sa puissance :

oD Ba?i
Nw=i—=IMN=——
- & b 2

d’ou I’équation mécanique (théoreme du moment cinétique) :
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On peut enfin proposer un bilan instantané des puissances en notant :

2; 2.5
gio 2210 gz O (Euz) a (%sz) = - 2Y

2 dt \ 2 dt
qu’on combine sous la forme :
d /1 1
s pi2 - -2 +
Fo+Ei =R+ (ZLI +23u12)

qu’on interpréte bien en affirmant que la somme des puissances fournies par le générateur électrique Pg = Ei et par le
dispositif mécanique P, = I'w est égale a la somme de la puissance dissipée par effet Joule Py = Ri? et de la dérivée des
énergies cinétique et magnétique emmagasinées par le systéme.



